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RESUMO

AQUINO, RenatoMachado.Modelo matematico para a simulacdo da producdo de mel

em municipios do Rio de Janeiro.2015. 63f.Tese (Doutorado em Ciéncia, Tecnologia e
Inovacdo em Agropecuaria). Pro-Reitoria de Pesquisa e Pos-Graduacao, Universidade Federal
Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2015.

Brasil e Argentina estdo entre os dez maiores exportadores mundiais de mel. A atividade de
exportacdo desse produto rendeu aos dois paises, em 2011, algo em torno de US$ 224
milhdes. A Argentina € um dos primeiros produtores mundiais, tendo produzido 83.121
toneladas, em nameros de 2011. Isso significa que a apicultura é uma atividade de vulto para
0 universo do agronegocio de ambos os paises. Todo esse volume de producdo e o montante
angariado pelos dois paises séo frutos do esfor¢co conjunto de produtores, centros de pesquisa
e orgaos de fomento etc. Portanto, modelos matematicos que possibilitem melhor
compreensao do comportamento da producdo de mel ao longo do tempo, sob a influéncia de
diversos fatores, podem ser importantes instrumentos de planejamento para diversos atores
nesse cenério. O objetivo deste trabalho € desenvolver modelos matematicos, definidos por
sistemas de equacdes diferenciais ordinarias, cujas solugdes numéricas e parametros possan
permitir a obtengéo informagdes a respeito da producdo de mel de determinadalocalidade.A
hipotese central é a de que € possivel prever e avaliar a producdo de dada localidade,
utilizando modelos matematicos. Uma hipdtese secundaria seria a de que os parametros
desses modelos poderiam ser importantes indicadores a respeito da atividade produtiva.Os
modelos aqui elaborados tiveram como base o Modelo de Lucas para o crescimento
econdmico de longo prazo, que leva em conta o capital humano como elemento endégeno
fundamental de crescimento. A recuperacdo dos parametros e a obtencdo das
solugbesnumeéricas para os modelos foram implementadas através de software na linguagem
Fortran 95.0 principio norteador do software foi o de fornecer solugbes para os modelos que
oferecessem uma descricdo Otima da producdo de uma certa localidade, durante um certo
periodo de tempo.Para os ajustes da solucéo do sistema de equacdes diferenciais que definen
os modelos, foi utilizado um método dos quadrados minimos néo linesalvé€) para este

método foi o algoritmo apresentado em Powell (2009), denominado BOBYQA. Esse
algoritmo foi escrito em Fortran 77, sendo livre de derivadas e aceitando restricbes de caixa.
A validacdo do modelo foi feita em duas etapas: na primeira,ajustou-se o modelo
adadosgedanken de producdo de mel. Na segunda etapa os modelos foram aplicados a
producdo de dezoito municipios representativos, em producdo melifera, das microrregiées em
que o Estado do Rio de Janeiro esta dividido. Houve bom ajuste dos modelos em 15 dos
municipios pesquisados. S6 ndo houve ajuste nos trés casos em que a produgdo mostrou-se
andmala. Dessa forma, os resultados permitem concluir que os modelos desenvolvidos podem
servir de instrumento eficaz para os gestores do agronegocio do mel, podendo inclusive
fornecer boas previsées de producao sob certas condicdes e estimativas de safra em periodos
de colheita. Além do mais, podem abrir front importante de pesquisa a respeito da tecnologia
e produtividade empregadas nesta atividade econdémica.

Palavras-chave: Producéo de mel.Modelo matematico. Avaliacdo da producéo.
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ABSTRACT

AQUINO, Renato Machaddlathematical models for the honey production simulation in
municipalities of Rio de Janeiro. 2015. 63f.Thesis (Doctor in Science, Technology
andinnovationinAgriculture).Pré-Reitoria de Pesquisa e POs Graduacgéao, Universidade Federal
Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2015.

Brazil and Argentina amongst the world’s ten leading countries in honey exports. The two
countries share in this commodity exports was about US$ 220 million dollars in 2011.
Argentina is one of the world’s greatest producers, having reached 83,121 tons that year. That
means that apiculture is a relevant activity to both countries’ agrobusiness network. All this
amount of production and equivalente input were consequence of the joint effort of producers,
research centres and development agencies. Thus, mathematical models which may allow a
better understanding of honey production over time, under many factors influence, might be
na important planning tool for the many actors involved in this scene. The aim of this work is
to develop mathematical models, defined by ordinary differential equations, whose numerical
solutions and parameters may allow one to have information about a certain municipality’s
honey production. The central hipotesis is that it is possible to assess and predict a
municipality’'s honey production, by using mathematical models. A secondary hipotesis
would be that these models’ paremeters could be important indices to this productive activity.
The models deveploped here were based in Lucas Growth Model, which takes into account
that human capital as an endogenous fundamental growth component. The parameter rescue
and the models numerical solving were implemented through a software in Fortran 95
programming language. The software main guideline was to allow solutions to the models so
that it was possible to offer anoptimalmuniciplaity’s honey production description, in a
certain time period. The solution fitting of the system of differential equaions which define
the models was made through a nonlinear least squares method. Théosibisemethod was
BOBYQA, a software presented in Powell (2009). This algorithm was developed in Fortran
77, is derivative free and accepts box constraints. The model validation was made in two
steps: in the first it was validatggdanken honey production data. In the second the models
were applied to eightenn municipalities which represented honey production in Rio de Janeiro
State microregions. Fifteen among the researched had good model fitting. There was no fitting
in three cases of anomalous production.This way, the results allow one to conclude that the
developed models may be efficient instruments to honey agorbusiness managers, by allowing
good production predictions under certain conditions and crop estimate in harvest periods.
Moreover, they may start important research about technology and productivity in this
economic activity.

Keywords: Honey Production. Mathematical Models.ProductionAssesment
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RESUMEN EXPANDIDO

Aquino, Renato Machaddvodelo matematico para la simulacién de la producén de
miel en municipios de Rio de Janeirno2015. 63h. Tesis (Doctorado en Ciencia, Tecnalogi
e Innovacion en Agropecuaria) Pro-Reitoria de Pisage PoOs-Graduacion. Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro, RJ, 2015.

1. Introduccion

Brasil y Argentina estan entre los diez mayoresoe®plores mundiales de miel. La
actividad de exportacién de este producto rindidsados paises, en 2011, aproximadamente
US$ 224 millones. La Argentina es uno de los prorgoroductores mundiales, habiendo
producido 83121 toneladas, en niumeros de 2011. figtifica que la apicultura es una
actividad importante para el universo del agro osegde ambos paises. Este volumen todo de
produccion y valores conseguidos por los dos pasesfruto del esfuerzo conjunto de
productores, centros de investigacion y organisuh@sincentivo. Por lo tanto, modelos
matematicos que hagan posible una mejor compredsidcomportamiento de la produccion
de la miel a lo largo del tiempo, sobre la influande diversos factores, pueden ser
importantes instrumentos de planeamiento parasatiifes actores en ese escenario.

Dentro de este contexto, este trabajo quiere da contribucibn de orden
metodoldgica. El objetivo es desarrollar modelodematicos, definidos por sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias, en dondeolagisnes numéricas y parametros permitan
obtener informaciones a respecto de la producc&tadniel de determinada localidad. La
hipotesis central es que es posible pronostigardduccion de una cierta localidad, utilizando
modelos matematicos. Una hipétesis secundaria gagalos parametros de estos modelos
podrian ser indicadores importantes a respecta detividad productiva.

2. Materiales y Métodos

Los modelos aqui elaborados tuvieran como base aeM de Lucas para el
crecimiento economico de largo plazo, que considtraapital humano como elemento
endogeno fundamental de crecimiento. Ese model@d$uaegido por permitir una razonable
descripcion del comportamiento de una economianadale que las ecuaciones permiten
relacionar facilmente: produccion y capital huma&sta Gltima variable es considerada
fundamental para un correcto funcionamiento detgso productivo.

Los modelos desarrollados fueron los siguientes:

. ER
Modelo A: {P = adu(uh)
h=B1—
i1
5 _ @D As(uh)
Modelo B: N N,

op
h=B(1—uw)i
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En ambos modelos, P es la produccion en el instarite h es el capital

humano. Los parametros sAnel indice de tecnologia de la producci@ms el coeficiente de
elasticidad en relacion al capital fisid®;es el indice de tecnologia en la produccion de

capital humanou es el porcentaje de capital humano aplicado gdduccion e es el

namero de trabajadores. En el caso del Modelo B, se indican aflos consecutivos, el

parametro ¢ asume el valor 1 se P(n) = P, asumiendo el valor 2 se
P(n) < P.

La recuperacién de los parametros y el ajuste destduciones de los modelos
desarrollados fueron implementadas por medio deaftware en lenguaje Fortran 95. Ese
software tuvo como principio ofrecer solucionesapds modelos que ofreciesen una
descripcion optima de la produccion de una ciestalidad, durante un cierto periodo de
tiempo. Para los ajustes de las soluciones deistsng|s de ecuaciones diferenciales que
definen los modelos fue utilizado un método de m@s cuadrados no linear. &blverpara
este método fue el algoritmo mostrado en Powell 0920 denominado
BoundedOptimizationbyQuadraticApproximation (BOBYQAste algoritmo fue escrito en
Fortran 77, siendo libre de derivadas e aceptaestogciones de caja.

La verificacion de los modelos fue realizada en@tapas: en la primera, los modelos
fueron aplicados a setenta e tres conjuntos des datoulados dedankey siendo que cada
conjunto es un vector con veintidds componentes. drece primeras coordenadas de ese
vector corresponden a valores de la produccién.obae ultimas coordenadas corresponden
al capital humano. Todo el proceso de validacionlode modelos fue realizado para un
periodo de once afos debido a la necesidad de meanke estabilidad de los diversos
algoritmos probados durante la evolucion de |dsaijies.

Cada uno de los setenta y tres conjuntos de detdsnkerfueron generados a partir
del Modelo B, siendo atribuidos valores aleatoddss parametros del mismo, dentro de las
restricciones exigidas. Los sistemas de ecuacidifeenciales resultantes fueron resueltas
por un meéetodo de Runge-Kutta de cuarta orden, agwia los intervalos [n, con

1 == . Los valores de las soluciones obtenidas en lo®rmars de los intervalos son
pontos de la forma (P(n),h(n)),l <, que forman cada uno de los setenta y tres

conjuntos de datos simulados.

Establecidos los conjuntos de datos simulados,adld B fue aplicado a cada uno
de ellos de forma que fueron recuperados sus pt@sné&l conjunto de data@gedankergue
dio la mejor recuperacion para el parametro A, daeogido para entregar el conjunto de
valores de capital humano que sera utilizado erridicacion del modelo para valores reales
de produccion.

El segundo momento del proceso de verificaciorafulecado a los Modelos a e B con
los datos reales de produccion de miel. Estos datr®n obtenidos en el banco de datos
SIDRA del IBGE, a partir de la produccion de 18 ioipios del estado de Rio de Janeiro,
para los afios de 2001 a 2011. Esos municipiosriuEsicogidos de acuerdo con la division de
Rio de Janeiro en micro regiones; un municipio $eéeccionado se tiene una produccion
media en los once afios o mas préxima posible geolduccion media de la micro region, en
los mismos once afios. Los municipiosseleccionadosfuRio de Janeiro, Sdo José do Vale
do Rio Preto, Rio Bonito, Casimiro de Abreu, Campos Goytacazes, Itaguai, Macaé,
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Angra dos Reis, Itaocara, Miguel Pereira, Varre-Santa Maria Madalena, Carmo, Paraiba
do Sul, Séo Pedro da Aldeia, Pirai e Barra do Pirai

3. Resultados y Métodos

Durante el procedimiento de prueba del softwargurads resultados preliminares
fueron obtenidos. Los mismos son expuestos a:



continuacion
a) Resultados preliminares

Inicialmente se utilizé el método de los minimoadnados linear para el ajuste de los
polinomios y de los datos referentes a los diexiséios de produccién del municipio de
Petropolis, en el estado de Rio de Janeir@oBlerdel algoritmo utilizado fue el Método de
los Gradientes Conjugados linear. Las variablesrdebadas fueron los coeficientes de los
polinomios. De forma general, se observé que cuaragor fue la precision exigida, mejor
sera el ajuste obtenido. Pero en el caso de polosode grados menores, fueron obtenidos
buenos resultados en los primeros afios de produdeid el caso de polinomios de grados
mayores, hasta el grado 14, los resultados no Hubrenos en los afos iniciales. Los
resultados fueron mucho mejores en los afos finales

En los casos de polinomios de grados mayores teg@aal5, no fue posible aplicar el
Método de los Gradientes Conjugados Linear. En eas$e, fue utilizado el Método de la
Descomposicion en Valores Singulares, que es undoédtirecto, en donde no es permitido
el control sobre el nivel de precision deseado.ressltados no fueron buenos.

Un Método de los Gradientes Conjugados no lingabi@n fue utilizado comeolver
para un algoritmo que deberia ajustar los paramelebsistema de ecuaciones diferenciales,
definido pelo Modelo A. Fue considerada la proddicae Petropolis, para el mismo periodo
de tiempo. El algoritmo desarrollado se mostré nm@gtable, no ofreciendo los resultados
deseados.

b) Resultados definitivos con el software BOBYQA

Al observar la produccién de Petropolis con masladn, las oscilaciones bruscas en
los valores de la produccion sugieren que, caso destada exista, podria presentar
discontinuidades. Ademas, como la funcién a seimmmada, que establecia la suma de los
residuos cuadraticos, era definida por una sergubtlautinas, solo quedo reforzada la idea de
la inexistencia de esas derivadas. Hubo un esfulrzotentar recuperar la solucién analitica
de la funciérf pero este esfuerzo resulto infructifero.

Por estas razones, fue tomada la decision de serdabado el Método de los
Gradientes Conjugados no linear. A partir de estEsn elsolver a ser utilizado fue el
BOBYQA, algoritmo libre de derivadas e que veniaeckndo buenos resultados para
problemas con pocos parametros, como eran los dados modelos estudiados.

En el caso de los resultados del modelo para Esatiho municipios seleccionados,
fue verificado que los resultados fueron satista@$éoen quince de estos. En los casos en que
los resultados quedaron debajo de las expectaiasieron para los municipios en que fue
encontrada una variacion fuera de lo comun deddyacion.

4. Conclusiones

Los dos modelos dieron buenos resultados paramsaigipios. Apenas el Modelo A
entrego buenos resultados en los otros seis. Aggmadsdelo B dio buenos resultados en tres
municipios. De cualquier forma, se encontr6 unaleéesia del Modelo a ser mas bien
sucedido cuando, de los diez intervalos anualekzadas, la produccion era creciente, en
afios consecutivos, en 70% de estos. Otro puntoriemge a destacar es que, en los
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municipios en que ambos modelos entregaran buesafiados, la precision obtenida por el
Modelo B fue siempre mejor que la obtenida por eti®lo A.

Hubo apenas tres municipios en que no fue poshiener buenos resultados con los
Modelos A y B. Para estos casos, seria necesapienmentar discretizaciones mas finas de
los intervalos en donde las discrepancias ocumieRero, ese procedimiento fue inviable
debido a que los intervalos de produccion son asudhvestigaciones complementares
deberan ser realizadas, con la finalidad de obtariermaciones que permitan saber los
motivos de los comportamientos anémalos de la mado.

En este trabajo fueron iniciadas varias frentesgdestigacion, como la aplicacion de
los modelos para periodos de tiempo mayores aafies la posible determinacion del indice
de tecnologia de la produccion en una determinaci@itlad, durante un cierto periodo de
tiempo; el estudio de la produccion de otros co#tjMocalidades diferentes de las que fueron
estudiadas.
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1. INTRODUCAO

Segundo Almeida e Sobral (2009, p. 12 e ss.), @ulipra requer baixo investimento
inicial e traz lucratividade razoavel. Isso ocogeando ha, como no caso brasileiro,
condicbes climaticas favoraveis e riqueza da bmdidade, fatores que, em conjunto,
favorecem a atividade. Por outro lado, as abelh&saaizadas s&o altamente resistentes a
doencas e pragas, e sao capazes de alta proddévidaque diz respeito ao mel, principal
produto apicola.

As razbes recém-apontadas sugerem que a ativipao#eapode ser uma boa fonte de
renda, exclusiva ou complementar, para o pequenédio produtor rural. Essa percepcéo é
reforcada pelo fato de que o apicultor ndo presesadono da propriedade na qual deseja
desenvolver a atividade. Por ser uma atividadendoedegrada o meio ambiente, a apicultura
podera ser desenvolvida em uma propriedade dertercem causar nenhum dano, mesmo
que seja uma area de conservacdo ambiental (ALMEIS®BRAL, 2009).

Sob o ponto de vista do potencial de sustentadéigdecondmica, Resende (2010, p. 3)
aponta que, atualmente, o Brasil explora apenas dd%eu pasto apicola. Somente com a
porcao do pasto apicola constituida de florad&site, a producdo de mel poderia ser de 200
mil toneladas. Além disso, a cadeia produtiva llgadoroducéo apicola gera, como jé visto,
450 mil ocupacbes diretas no campo e 16 mil emgrelgetos no setor industrial, sendo 9
mil no setor de processamento (entrepostos) e hanihdustria de insumos (maquinas e
equipamentos). Esses dados mostram o potenciaégeiroento da atividade apicola no pais,
podendo ser uma real fonte de renda e empreg@paedes que a ela se dedicarem.

Os fatores apontados sugerem que a apicultura é atwmalade socialmente
sustentavel. Essa percepc¢do é reforcada pelodagoeala atividade apicola ndo demanda alto
investimento em tecnologia para ser iniciado, goidesenvolvida pelas abelhas de modo
natural. Além disso, temos no Brasil um pasto dpibastante diversificado e condi¢des de
clima que favorecem essa atividade. Mais aindapathas africanizadas estao perfeitamente
adaptadas a variedade de nossos ecossistemas.d&egufonfederacdo Brasileira de
Apicultura (2014), as diversas etapas da produgdcol@ podem gerar 450 mil empregos
diretos somente no campo.

Outro aspecto da apicultura € sua relevancia emogrambientais, pois é uma
atividade que depende essencialmente da manutelac&ariedade das floradas de plantas
poliniferas e nectariferas para se desenvolveasEtsradas devem estar disponiveis o ano
todo e em quantidade suficiente para uma produg&ola consistente. Além disso, apiarios
devem estar préximos de fontes de agua, a qual slsviempa e estar a disposi¢cdo durante
todo o ano. A agua € importante para a manuterigéofjica das abelhas, como também
para o equilibrio térmico dos enxames. Por outdw,laos enxames devem estar a uma
distancia de dois quildbmetros ou mais de fonteswastancias toxicas, de industrias, de
aterros sanitarios, de rodovias, estas ultimasidevipoluicdo (EMBRAPA, 2010).

Aspecto importante da sustentabilidade ambientapieultura € que as abelhas sédo
um dos principais agentes polinizadores. A polighoaconsiste no processo de transferéncia
do pélen da flor de uma planta para outra flor @smm planta, ou de outra planta. Por meio
desse processo adaptativo entre o agente polimizads vegetais, garante-se a manutencao
da diversidade destes ultimos, seu maior vigorreeato na producdo de frutos e sementes
(GOLINSKY, 2009, p. 11).



No contexto brasileiro, 0 setor apicola conta concoajugacdo de esforcos de
universidades, governo, técnicos, apicultores @ ggivado. Hoje, temos cursos de formacao
de apicultores, em que o produtor aprende desde#sScde manejo até producéo e extracao
racional de mel, prépolis e outros produtos. Todpaguinario necessario ao beneficiamento
do mel, muitos com alto nivel tecnoldgico, é pradozem ambito nacional. Também séo
produzidos no Brasil os equipamentos necessarima&o das colmeias.

Segundo Souza (2006, p. 50), a condicdo semiamadopaoducéo apicola comecou
a mudar a partir da década de 1990, quando ocargofissionalizacdo da apicultura no
Brasil. Esse processo decorreu do surgimento deutme inovadores, como o spray de
prépolis e ervas e 0s méis compostos. Esses pmodigiam maiores investimentos e
insercao de tecnologia na linha de producéo.

A pesquisa ligada a apicultura foi alavancada dirpde 1991, com a criacdo do
primeiro curso de Pds-Graduacéo na area. De acomoGoncalves (2006), sao variadas as
linhas de investigacdo, que tém como objeto deSdeidas de manejo até a biologia das
abelhas. O autor p6e em destaque os trabalhosuilgeeda USP de Ribeirdo Preto sobre
genética, melhoramento e diversas modalidades agartamento das abelhas: agressivo,
higiénico, forrageiro, enxameatétietc. Sdo também mencionados trabalhos que envolvem
pesquisas sobre o genoma das abelhas. Além d&sxigte um numero significativo de
artigos cientificos, monografias, dissertacfes dstrado e teses de doutorado abordando a
area apicola. Cabe ressaltar os encontros de rcar@teco-cientifico sobre apicultura que séo
realizados em niveis nacional e regional. Em nhagional, destacam-se os Congressos
Brasileiros de Apicultura — o vigésimo foi realipaeim Belém do Par4, no més de novembro
de 2014.

Apesar de toda essa base de conhecimento consaoittmgo do tempo, diversos
trabalhos cientificos tém destacado a baixa prodatie da apicultura brasileira, em
particular na producdo de mel. Como razbes parab® lmesempenho, apontam-se: manejo
inadequado; localizagdo do apiario em regifes gfeFzecem condicbes adversas de
sobrevivéncia aos enxames; e alimentacao insuficiem épocas de menor floragdo. Sob o
ponto de vista do empreendimento, afetam a pradatie: o baixo nivel de assisténcia
técnica recebida; o baixo nivel de escolaridadeagrultores; o baixo nivel de capital social
na formacdo do empreendimento; e a dificuldadecgssa ao crédito (KHAN, MATOS e
LIMA, 2009; LORENZON et al., 2012; GOLINSKY, 2009).

De acordo com o que foi exposto anteriormente, iguipra é uma atividade
produtiva sustentavel do ponto de vista econdmiambiental. Em consequéncia, apresenta o
potencial efetivo de melhora da qualidade de vidapdqueno produtor, pois |he fornece
condicOes favoraveis de trabalho e renda. Alémogdissntribui para sua permanéncia no
campo, por poder lhe dar condicbes de vida dignas uen meio ambiente que,
necessariamente, devera estar preservado. Portamttiyidade apicola deve ser objeto de
acoes que lhe permitam o maximo desenvolvimentsipels

Nesse contexto, a principal contribuicdo desteathabse situa na area de Tecnologias
de Gestdo. No caso, serdofornecidos ao gestorrdaexgcio apicola meios para que tenha
acesso a informacdes que |he permitam vislumbhariaonte de um empreendimento. Dessa
forma, ele tera condi¢bes de tomar decisbes qupdhaitam sugerir mudancas de rumo ou
incrementar e aperfeicoar agbes em andamento.

Este estudo tem por objetivodesenvolver um softwaee permita avaliar e prever a
producdo de mel de determinada localidade, poo gatiodo de tempo. Esse software tem

'Enxameacdo é um processo natural de reproducambe#izms meliferas. Nesse processo, ha formacamae u
nova rainha, sendo que metade das abelhas saindeiz@om a rainha antiga.
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como base modelos matematicos baseados em equi#edesciais ordinarias. Esse € um dos
aspectos inovadores do presente trabalho, poishAdooticia do emprego de modelos

matematicos desse tipo na descricdo da producdwoetepor certo periodo de tempo. Um

outro aspecto inovador é que, a partir desses w&debesse mesmo intervalo de tempo,
podera ser determinado o indice de tecnologia dedeterminada localidade. Esse indice de
tecnologia podera ser um instrumento Util ao gestor sentido de tomadas de decisdes
ligadas a produtividade no agronegoécio apicola.omapte frisar que esse indice de

tecnologia é calculado a partir de um conjunto ddod bem menor que os usualmente
utilizados por técnicas estatisticas. Alem do ma@ssmodelos utilizados sdo de carater geral,
podendo ser empregados para a analise do cultipoodetos distintos do mel.

Os modelos matematicos aqui desenvolvidos e quesdatentacdo as possiveis
avaliacOoes e vislumbres do horizonte produtivovdeni do modelo macroeconémico de
Lucas para crescimento econdmico. Dois de seuseales) basicos sdo a tecnologia e o
capital humano:a tecnologia € considerada um f&tégeno a producdo, sendo conceituada
como todo conhecimento Gtil acumulado pela humaieidda o capital humano é o nivel geral
de habilidades da mao de obra disponivel. Outraopiomportante a frisar € que os modelos
derivados neste trabalho sdo todos desenvolvidpsiuio de vista da oferta.

O modelo de Lucas apresenta aspectos importaates,do ponto de vista econémico
como matematico, que levaram a sua escolha comto mm partida para os modelos
desenvolvidos neste trabalho. Esses aspectos dm@didos,sem maior profundidade,nos
subitens 2.1. e 2.1.3. (Reviséo de Literatura).

Sob o ponto de vista metodologico, a exposicdordaepte pesquisa ndo se prende
apenas a mera apresentacao de resultados. O pretesedeu aqui foi o delineamento de todo
0 processo intelectual que levou a esses resultaflesim, vérias elaboracbes mais
elementares estdo presentes, assim como algumaseidéndas que sédo tipicas de um
desenvolvimento intelectual mais complexo.

No item2 sera feita uma breve digressdo sobreieagfb dos modelos mateméticos
em Economia. Como exemplo desse tipo de aplicas@odado especial destaque ao modelo
de Solow para o crescimento econémico de longoopagse modelo serviu como base ao
Modelo de Lucas, cujas equacgles serviram como [ase os modelos desenvolvidos no
presente trabalho. Ainda nesse capitulo, sera feita discussdo a respeito dos tipos de
algoritmos que poderiam servir, em principio, casnlvers dos modelos aqui desenvolvidos
— entre eles sera apresentado o algoritmo quevatetinte foi aqui utilizado. Por ultimo,é
feita a apresentacdo do Método dos Quadrados Ménin@m linear, empregado neste
trabalho, assim como é discutida suscintamentetumcsio da apicultura no pais, em
particular, no Rio de Janeiro.

Tendo sido exposta a base teérica para o desemaitd do trabalho no item 2, no
item 3 sdo construidos os modelos matematicos dalsetos neste trabalho, assim como é
apresentada a estrutura dos algoritmos utilizados igsolvé-los. O método de validagéo dos
modelos também é detalhado.

No item4 serdo apresentados e discutidos os rdesltabtidos a partir dos modelos
desenvolvidos. Também serdo discutidos algunstaelad preliminares obtidos quando do
estudo das possiveis modalidades de algoritmcoeansatilizadas no trabalho.

Para finalizar, no item5 seréo colocadas as cobetuda pesquisa, juntamente com as
perspectivas abertas pela mesma para futuroshbal



2. REVISAO DE LITERATURA
2.1. Modelos Matematicos e Crescimento Econdmicospectos Historicos e Exemplos

Ja faz alguns séculos que os modelos matematioosithh utilizados nas ciéncias
naturais como ferramentas para a compreensao dpoctamento de parcelas do mundo
fisico. De acordo com Lawson (2013, p. 973), deadépoca do lluminismo tem-se
empregado a modelagem matematica em Economia. @nraté pelo menos inicio do século
XX, os modelos construidos sofriam sérias restsigper terem de se adequar aos paradigmas
das ciéncias naturais, devendo a descricdo dosfamgs econdmicos seguir de perto as leis
da mecéanica newtoniana. O Calculo Infinitesimaledievser a ferramenta mais adequada para
essas leis. Para muitos pesquisadores das ciémaaas, haveria sérios problemas ao se
tentarem descricfes de fatos econdmicos, que s@aaalmente fenbmenos sociais, atraves
de modelagem matematica.

Ainda segundo Lawson (2013), foi por volta do cometp século XX que a
Economia pode ser libertada dos grilhdes que aatavvisdo de um mundo regido pelas leis
da Mecanica, as quais as diversas ciéncias devegasubmetidas. Foi nesse periodo que se
criou a Mecanica Quéantica, com o desenvolviments g@oimérdios da Teoria da
Relatividade. A natureza ja ndo poderia mais sscridta como unctontinuumque funciona
com base nas leis da fisica. Além disso, o Calpaksou a ser considerado insuficiente como
ferramenta para descrever a realidade que noswvenvGom David Hilbert e o método
axiomatico, a Matematica ficou estabelecida conémaia independente, ndo devendo mais
seu desenvolvimento as ciéncias naturais. Portalgniro desse ambiente intelectual, a
Economia ficou livre das peias das metaforas meaémara desenvolver seus modelos.

O modelo de Lucas (LUCAS, 1988), do qual foi defivaos instrumentos
desenvolvidos neste trabalho, teve como inspiragitmosfera intelectual do inicio do século
passado. Foinesse periodo que as ciéncias matasmdieram suas diversas areas
rigorosamente fundamentadas. A base dessa fundaghentoi 0 método axiomatico, que,
aplicado a Economia, funcionaria mais ou menos eluiste forma: sdo estabelecidas
verdades primeiras sobre uma economia abstratata-de, a partir desses principios, a
deducédo de equacbes que permitam descrever pragedigadas ao crescimento dessa
economia ao longo do tempo. As palavras do praartor dao uninsightsobre seu ponto de
vista:

Isto € o que quero dizer por ‘mecéanica’ do desesw@nto econémico — a
construcdo de um mundo mecanico, artificial, ocopaar uma populagéo de robés
em interacdo, tipicamente estudada pela Economiague apresenta um
comportamento cujas propriedades aproximam, de ngrdeseiro, aquelas do
mundo real (LUCAS, 1988, p. 5, traducdo nossa).

O modelo de Lucas teve como um de seus principasisores o modelo de Solow
(SOLOW, 1956). Este dultimo foi uma das principaisntcibuicbes para explicar o
crescimento de longo prazo dos diversos paisestdsatnportantes como a tecnologia foram
apontados como sustentaculos dessa modalidadestgncento.



2.1.1. O modelobésico de Solow

O modelo de Solow surgiu como uma critica ao modelblarrod-Domar (HARROD,
1937; DOMAR, 1946), que foi o primeiro propostogaescrever o crescimento econémico
de longo prazo. A grande questdo a que o modetavimesponder era a seguinte: sob que
condicbes uma economia poderia operar com capacipladiutiva total e a pleno emprego?
(HAGEMANN, 2009, p. 67).

Solow (1956, p. 65) faz uma critica ao modelo ded¢taDomar, em que ele descreve
o equilibrio instavel do crescimento de uma ecomodd longo prazo. Para esse autor, tal
instabilidade é mantida pela exigéncia de taxasstaotes de poupanca, de capital por
unidade de producao e de crescimento da mao de Witrgpequeno desvio desse nucleo de
equilibrio instavel levaria a desemprego crescenta periodos prolongados de inflacdo. No
mundo real, as economias ndo seriam assim tavasta

Algumas outras questdes preocupavam os estudiososescimento de longo prazo.
Uma delas relaciona-se a remukx capitados diversos paises: 0s paises mais ricos tém uma
rendaper capitavarias vezes maior que a dos paises mais pohresldgtins casos, a renda
per capitadestes ultimos chega a ser inferior a 5% da rdodgpaises mais ricos. Por outro
lado, pode acontecer uma mudanca substantiva dessesros ao longo do tempo, por
exemplo: a india tinha, em 1960, um PIB por trahdtr da ordem de 5% do PIB americano,
também tomado em relacdo ao numero de trabalhadore2008,esse indicador era superior
a 9% (JONES e VOLLRATH, 2015, p. 6 e ss.).

Outra questédo esta relacionada a diversidade das tke crescimento dos diversos
paises. Um exemplo é a taxa de crescimento do®spaécém-industrializados como
HongKong, Cingapura, Taiwan e Coreia do Sul. Epséses apresentaram uma taxa anual
média de crescimento, no periodo de 1960-2008,risupie de paises considerados ricos,
como Estados Unidos e Japao. Os assim chamadaes Hgraticos podem ser considerados,
segundo Jones e Vollrath (2015, p. 7 e ss.), n@tage desenvolvimento. Por outro lado,
Venezuela, Madagascar e Zimbabue tiveram taxaginagae crescimento anual no mesmo
periodo.

Um terceiro ponto importante refere-se a uma teridémle longo prazo das
economias. Elas tendem ao que se convencionou chiengstado estacionario: nesse estado,
permanecem constantes diversas taxas atinenteesoneento econdmico, tais como a de
participacdo do capital e do trabalho no PIB. Maimla, a taxa de crescimento ao longo do
tempo permanece constante (JONES e VOLLRATH, 20152).

Os pressupostos do modelo de Solow s&o os seg(R@®IN, 2011, p. 32-33):

« O mercado produz apenas um em.

» Contrariamente ao modelo de Harrod-Domar, o capitalforca de trabalho sé&o
grandezas intercambiaveis, ou seja, podem coegistppropor¢des variaveis.

* Ha uma razao constante de crescimento da forgalkgho.

» [Existe concorréncia perfeita.

* O nivel de poupanca da economia é funcdo da readmnal, dependendo
também da propensdo marginal a podpar.

’No caso da producdo de apenas um item, esta efieiaapossibilidade de comércio exterior, pois ndo h
nenhum bem diferente do produzido com o qual segaipel efetuar a troca (JONES, 1997, p. 19).
% A propenséo marginal a poupar mede quanto umaaguesta disposta a poupar, mediante a rendadaufe
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A partir desses pressupostos, é definida uma fudegwoducdo dada por:

Y = PK(D), L(Y) , (2.1)

em queyY é a producdo em determinado instantsendo os fatores de producég) eL(t) o

capital fisico e a mdo de obra disponiveis nessemmeinstante, respectivamente. E
importante ressaltar que o capital fisicepresenta a infraestrutura fisica empregada na
producao, como prédios, maquinario, veiculos, feeratas etc.

Outro pressuposto importante da funcdo de prodygd é que tem retornos
constantes de escala. Isso significa que, se tantapital quanto a forca de trabalho
disponiveis sdo multiplicados por um fatoe 0, a producdo fica multiplicada por esse
mesmo fator. Em simbolos:

P(cK,cl) = cA( K b= cY, (2.2)

em que a variavet foi omitida por simplicidade de notacdo. O mesmacedimento sera
adotado daqui em diante.

No modelo de Solow, supbe-se um mercado de comwmiaréperfeita, no qual
nenhuma firma tem o poder de influenciar o precondecado. O preco sO é definido pelo
equilibrio entre oferta e demanda. Suponha que trabdalhador receba um salanoa cada
unidade de trabalho, sendo o capital remuneradaear por unidade de capital durante certo
periodo. Se a unidade de preco é definida comadadm de producéo, o lucro de uma firma
sera maximizado pela solucéo do seguinte problenwdichizacdo:

rme(K, L) —wL-rK, (2.3)

ou seja, o lucro maximo sera obtido quando, dayg@al maxima, for descontado o preco dos
insumos (JONES e VOLLRATH, 2015, p. 19).

Quando a funcéo de producéo tiver retornos corestald escala, pode-se provar que 0
lucro de uma firma sera nulo (VARIAN, 2012, p. 377)

O trabalho de Solow teve por objetivo explicar @scimento econémico de diferentes
paises. Como forma de ser feita uma comparacaocmasistente entre esses crescimentos, 0

autor trabalhou com os fatores de produt;&o% e y:%, gue sao o estoque de cappat

capitae a producagper capitg nessa ordem.
Se os dois membros de (2.1) forem divididosLpasera obtida a seguinte igualdade:

) S T -
y=r=P(D=PkD=f ). (2.9)

Diz-se que a funcdo de produg@preescrita na forma apresentada em (2.4), esta na
forma intensiva Além disso, sdo formuladas as seguintes hipotas@ésonais sobre a
fungaof :
f(0)=0,f'(k)>0ef” k)< 0 (2.5)



Mais aindaf deve satisfazer as condi¢des de Inada:
lim £'(k) =0 e lim £'(K) =0, (2.6)

em quef'(s) ef" () representam as derivadas primeira e segunda agéoeho capital. No

caso, a primeira condi¢cdo de Inada significa qaea palores de capital proximos de zero, o
produto marginal em relacdo ao capital € muito dgada a segunda condicdo impde que,
para valores muito grandes de capital, o produtaima em relacdo ao capital é quase nulo.
Isso significa que a funcab tem retornos decrescentes de capital (ROMER, 20112).

De acordo com Romer (2012, p.14), a condi¢do déilego macroecondmico impde
a igualdade entre o volume de investimentos e wnvelde poupanca. Dessa forma:
sY=|, (2.7)

em quel representa o volume de investimento8 €s<1é a taxa de investimento. Como é
sabido, Y = P(K, L). Se forem feitas as hipoteses adicionais de que cmidade de

investimento propicia uma unidade de capital nogoe o capital seja depreciado a uma taxa
constanted >0, a seguinte igualdade fica estabelecida:

SP(K, L) - K = K. (2.8)

Dividindo porL os dois Membros de (2.8), a seguinte igualdad#idan

Sf(K) - Ok = sF{— 1)- 55_% (2.9)

Ora, comok :%, derivando ambos os membros dessa igualdade agéoek

—

k_(ﬁj_kL—KL_E_E'
L L

L k- (2.10)
o o= sf(R - dk- nk

. L ~ L )
onde, por hipotese;- =n. Portanto, a equacao fundamental do modelo bé@sicBolow € a

L

seguinte:

k = sf(K) - (n+ d)k. (2.11)



Um breve raciocinio heuristico pode aclarar algurpaspriedades importantes.
Dividindo ambos os membros de (2.11) fxgra seguinte igualdade é obtida:

E:s$-(n+5). (2.12)

f(k) _ f(k)-f(0)
k k-0
pelos pontogk, f (k)) e (0,0)(veja figura a seguir).

Ora,

€ ainclinacdo da secanteao grafico da Figura 1, passando

)

Figura 1. A funcao de produgéo na forma intensiva.

Como a funcgéd tem retornos decrescentes de capital (Figura ihclmacdo da
secanter tende a ficar cada vez menor a medida que cresa®odek . Ora, sek =k for o

valor de k para o qual s%—(mé) =0 (veja a Figura 2), valem as seguintes
possibilidades:
- Sek=k vale queE =0, ou seja,l.<:O. Isso significa que o capitper capitaé

mantido constante (estado estacionario).
- Sek<k', o valor da inclinacdo da secantpode ser considerado suficientemente

grande para que se tenlsafiﬁ—(md) >0, ou seja,E>O. Dessa formal'<>0, 0 que
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significa que ha um crescimento da economia, paapitalper capitaaumenta até que se
atinja o estado de equilibrio, no qual o captl capitaé mantido constante.
- Se o capital per capita for suficientemente geant® sorte qué > k', o valor da

inclinacdo der torna-se bem pequeno, de modo que se tSHfhk(é\Q—(n+5) <0, ou seja,

Kk : . . . :
E<O. Portanto, passa a valer qecO, ou seja, o capitgler capitapassa a decrescer. E

preciso haver aumento no nivel de investimento pa a economia volte ao estado de
equilibrio.

k<k* k>k*

Figura 2.Economia tendendo ao estado de equilibrio.

Para efeito de ilustracdo de algumas propriedadessthdo estacionario, passa-se a
assumir que a funcéo de producdo (2.1) é uma futed@obb-Douglds podendo ser escrita
da seguinte forma (JONES e VOLLRATH, 2015, p. 26¢:

Y=PK LD=KL?0<a<Ll (2.13)
Y K . .
Ora, sey:E ek :Tcomo antes, se os dois membros de (2.13) forerdidos por
L, a igualdade pode ser reescrita como:

y=K. (2.14)

Como no estado estacionario vale due0, ao se substituir (2.14) em (2.11), vale
que:

s(K)"=(n+d)k =0, (2.15)

em quek” é o capitaper capitano estado estacionario.

* A funcdo, hoje conhecida como de Cobb-Dougladpija empregada em trabalhos anteriores de
Economia como instrumento de andlise. Ele passau mais conhecida entre os economistas a partir
do trabalho de Paul Douglas e Charles Cobb de i82®&jado “A TheoryofProduction”, publicado
no American EconomicalReviewNesse trabalho, a partir de dados empiricos sabezonomia
americana, o objetivo era estabelecer a relacdo osnfiatores de producao, capital fisico e trabalho
influenciavam na producdao industrial daquele g&WDLE, J., 2012, p. 223-225).
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Ao se dividirem ambos os membros de (2.15) ba@ transpondo-se a parcela que
contémn+0 para o segundo membro, passa a valer a seguiratielégle:

(k)™= n?- (2.16)

De (2.16) é obtido o seguinte valor p&fa

a1 1
k*:(””j"‘l:( S jl“’, 2.17)
S n+o

Quando (2.17) é substituida em (2.14), obtém-salar Wa producager capitano
estado estacionario, que é:

a

y :( s jl‘"_ (2.18)

n+od

Note que (2.18) permite concluir que, quanto médmr o nivel de poupanca
(investimentoyde um pais, maior sera o produto disponivel detalagpor trabalhador. Isso
implica que maior sera o produto por trabalhadgogtanto, mais rico sera o pais. Por outro
lado, a mesma equacgao (2.18) permite concluir quanto maior for a taxa de crescimento
populacionah de um pais, mais pobre esse pais tendera a seoclsse porque devera haver
aumento do investimento apenas para manter o divelapitalper capita Dessa forma,
haveréa reducio do nivel de acumulacio do cagmtatapitaou por trabalhador. E importante
notar que essas previsdes do modelo de Solow fengpiricamente confirmadas.

De acordo com o raciocinio heuristico desenvohadgumartir da equacgéo (2.12), pode-
se concluir que o modelo de Solow ndo permite prevecrescimento sustentado das
economias. De acordo com esse modelo, haveriaimoesso da rendaer capitaaté o ponto
de equilibrio estacionario. A partir de entdo, emahaumento da rengbeer capitando duraria
muito, pois haveria um decrescimento, retornandocabo de equilibrio estacionario.

Fica, entdo, a seguinte pergunta: como explicat® émpirico de que as economias
apresentam crescimento da repea capite? A que fatores atribuir possivel crescimento de
longo prazo de uma economia? De acordo com SiR@3(2p. 34), o0 modelo ndo dispde de
mecanismos proprios que permitam explicar o aumdet@rodutividade a partir de um
mesmo nivel de insumos. Dessa forma, é precisc@artar a ele um fator exégeno que dé
conta dessa situagdo. Esse fator seria o progesssalogico ou nivel de tecnologia.

2.1.2. O modelo de Solow com tecnologia
De acordo com Jones e Vollrath (2015):

(...) o progresso tecnoldgico éxdgeno usando-se uma expressao
corrigueira, a tecnologia € como 0 ‘mana que cat&ld, no sentido
gue surge automaticamente na economia, sem levaoersideracao
outros acontecimentos que estejam afetando a et@and@NES e
VOLLRATH, 2015, p. 31 e 32, grifo do autor).
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Daqui em diante, sera este o conceito de tecnolagiaado: um fator exégeno, ou
seja, independente dos fatores de producdo de comoreia, que permitird o aumento da
produtividade. Pode-se interpreta-lo também comooohecimento util acumulado pela
humanidade, partilhdvel por todos (LUCAS, 1988.%).

O modelo de Solow com tecnologia é trabalhado @irmhe uma funcdo de producao
dada por:

Y (9 = P(K(), A9 L(D), (2.19)

em queK eL sdo o capital fisico e a mao de obra disponivaisaonomia, nessa ordem. O
fator A= A(t)>O0representa o nivel tecnoldgico da economia, send@ramutoAL

denominado trabalho efetivo. A funcdo de prodwiRgé@odita neutra no sentido de Harrod,
reunindo os mesmos pressupostos da funcdo anadigadd em (2.1.1) (ROMER, 2012, p.
10 e ss.).

Supde-se que o nivel tecnoldgico da economia ceescea taxa constanje Assim:

A= gA (2.20)

Como a fungao de producdvapresenta retornos constantes de escala, ao deativi
ambos os membros de (2.20) pok | € obtida a fungéo de producéo na forma intensiva:

- Y _ K _ ~
y= = P(A—L,lj— f (R, (2.21)

em quey:ﬁ € a producdo por unidade de trabalho efetivE):e% € 0 capital por

unidade de trabalho efetivo. A fungBdem as mesmas propriedades da furfcém (2.1.1).

Com raciocinio inteiramente analogo ao feito eml.(3, obtém-se a equacéo
fundamental do modelo de Solow com tecnologia:

K = sf,(R) - (n+ g+ 0) k (2.22)

em ques, nedrecebem as mesmas interpretacées que anteriormente.

A andlise feita em (2.1.1) para a tendéncia da@uoa a fim de convergir ao seu
estado estacionario, pode ser transposta quasdnignte para o modelo presente: supondo
novamente que a funcdo de producdo (2.19) é ungdude Cobb-Douglas, ela pode ser
reescrita da seguinte forma:

Y=PK, AD = K'( AD"?,0<a <L (2.23)

Se os dois membros de (2.23) forem divididogfor ao se efetuar a substituicdo de
%por k e ﬁ por ¢, sera obtida a seguinte igualdade (JONES e VOLLURAAD15, p.
33 ess.):
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y=k=f,(K), (2.24)

Ora, como no estado estacionario vale §ue0, ao substituir esse valor em (2.22),
juntamente com a expresséao fgde (2.24), obtém-se a seguinte igualdade:

k' —(n+ g+I)K =0,

0 gue significa que:

1
=lS 7" (2.25)
n+g+ad

Ao substituir (2.25) em (2.24), o seguinte valorpil é obtido:

y=—> | (2.26)
n+g+od
Ora, como ¥y’ :i:%\, a expressao (2.26) em termos do produto por ltrathar
pode ser reescrita como:
S -a
= At ———— | . (2.27)
y A()£n+ g+5j

A iguladade (2.27) leva a concluséo de que o poopdet capitaé determinado pelo
indice de tecnologia no instante A(t), pelo nivel de investimento e pelo crescimento
populacional. No estado estacionario, a taxa decitnento do produto por trabalhador é a
mesma taxa de crescimento do nivel de tecnologia.

A influéncia da tecnologia no crescimento estéd&ga um aumento de produtividade.
Esse aumento especifico de produtividade estaoakdo ao que foi convencionado chamar
“crescimento da produtividade total dos fatoresitaPentender esse ponto um pouco melhor,
basta postular, com Jones e Vollrath (2015, p. @93, a funcdo de producédo seja de Cobb-
Douglas, assumindo a seguinte forma:

Y = BK7 7, (2.28)

em queY, K e Lsdo como antes & € um termo de produtividade. Se for tomado o
logaritmo dos dois membros de (2.28), derivandoese dois membros da igualdade
transformada, obtém-se o seguinte:
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logY =a logK+ (1-a)logL+ logB, (229)

ou seja:
X:a5+(1—a)£+E. (230)
Y K L B

A taxa de varlagaeé € que é definida como o crescimento total da pginadade dos

fatores ou o crescimento da produtividade multifato

——

)

(2.30), o seguinte resultado fica estabelecidobtando quek :%:

D
| <

<<
I_||_°

Se for observado qu%= , ao ser subtraid&:: dos dois membros de

I_'<‘

+ (2.31)

x|x-
w|o-

Yoo
y

As equacdes (2.30) e (2.31) encontram respaldo adosdempiricos (JONES e
VOLLRATH, 2015, p. 40 e ss.):

* De 1948 a 2010, os Estados Unidos tiveram metadeuerescimento respaldado
na variacdo do capital por hora trabalhada e dgpositdo da mao de obra. A
outra metade deveu-se a produtividade total dosefat

* Os Tigres Asiaticos (Coreia do Sul, Cingapura, Hokgng e Taiwan)
apresentaram alta taxa de crescimento do produttrgdmalhador. Isso se deveu
ao crescimento do investimento em capital fisiedecagdo. Além disso, houve
aumento da forca de trabalho e transicdo da atgrreupara a industria.

O modelo de Solow com tecnologia permite conclug gariacdes no crescimento de
uma economia podem ser atribuidas ao capéaicapitaou ao crescimento tecnologico em
determinado momento. Somente o nivel tecnolégiode p@sponder por um crescimento
sustentado de longo prazo. A influéncia do capiéalcapitaseria negligenciave{ROMER,
2012, p. 27).

A tecnologia no modelo de Solow seria algo etéseado utilizada no modelo sem
nenhuma preocupacdo com seus determinantes. Ra6ig?, (p. 29 e ss.) também destaca a
problematica da tecnologia ao questionar o porguénapresas de certos paises terem acesso
a mais conhecimento (tecnologia) que a de outrass Minda, o autor questiona por que

® A pouca influéncia do capitgler capitano crescimento deve-se ao fato de seu nivel depeladtaxa de poupanca pois, no
Modelo de Solow, o nivel de poupanca é igual aelrde investimento. No caso, ndo ha como garantircrescimento
sustentavel de longo prazo da poupanca. No limitaxa de poupanca chegaria a 100%, 0 que ndcaotpratica.
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demora para que esse conhecimento seja transméida pais a outro, notadamente para os
paises mais pobres.

Sobre a importancia do capital no crescimento eo@® de longo prazo, uma
guestao importante pode ser levantada: é bem \elaglapenas o aumento do capital fisico
nao da sustentacdo ao crescimento econémico, segumaddelo de Solow. Por outro lado, o
aumento de capital pode ter implicagées que vau dkinfraestrutura fisica da produgéo, ou
seja, o capital pode ter externalidades positivasn amplicacbes importantes para o
crescimento (ROMER, 2012, p. 30).

Os dois ultimos paragrafos apontam para a necessida um aprofundamento na
problematica do crescimento de longo prazo: comeigto, o modelo de Solow classifica a
tecnologia como o fator que da sustentacéo a esseirmento. Por outro lado, segundo Lucas
(1988, p. 15), dar total destaque a tecnologia coesponsavel por dar sustentacdo ao
crescimento de longo prazo € o mesmo que dar & twgldemais fatores muito pouco poder
em influencia-lo. Mais ainda, ha toda uma diverdédde aparelhamento e de crescimento
tecnoldgico entre os paises que um “conhecimerifocdéimum a todos tornaria dificil de
explicar. O que ha sdo conhecimentos particul@agsecificos a cada cultura, e que seriam
instrumentos tedricos mais aptos a explicar asag@es tecnoldgicas entre 0s paises e suas
diferentes taxas de crescimento de longo prazenfra desse arcabouco de pensamento que
Lucas (1988) desenvolve seu modelo de crescimentiordjo prazo, tendo como variavel
determinante o capital humano.

2.1.3. O modelo de Solow com capital humano e o nedd de Lucas para o crescimento
de longo prazo

Com o intuito de avaliar as possibilidades do moatd Solow, Mankiw, Romer e
Weil (1992) introduziram nesse modelo a variaveitehhumano.

Segundo Silva (2008, p. 38), as habilidades atuaiperiéncias, qualificacbes e
conexdes sociais fazem parte do capital humandagna o individuo produtivo do ponto de
vista econdmico. Em suma, o capital humano sedangunto de habilidades e aptiddes que
tornam o individuo produtivo.

De acordo com o mesmo autor, o capital humano éfator determinante do
crescimento econdmico, pois, sem ele, ndo ha nedupéio nem difusdo de tecnologia
geradora desse crescimento. De fato, sem o condetmnpara analisar, decodificar e
compreender 0s processos constituintes de umaldg@moo individuo ndo sera capaz de
produzi-la ou de difundi-la.

De acordo com Jones e Vollrath (2015, p. 48 e sanpdelo de Solow com capital
humano se baseia em uma fung¢ao de produgéo do tipo:

Y = K*( AH)"™, (2.32)
em qguey, K e Asdo como antes @ é o capital humano.
O capital humano € adquirido da mesma maneira quapibal fisico: sua aquisicao
ocorre ao se abrir mdo do consumo. Dessa forma,representa o tempo nao trabalhado

utilizado na aquisicdo de capital humano, o trabalhda ndo qualificado gerara um capital
humano de acordo com a seguinte expressao:

H =Le". (2.33)
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Observando-se quegH =yu+ logL, pode-se deduzir que:

ﬂi=¢/H. (2.34)
du

Isso significa quey é a taxa de crescimento do capital humano em elca
Se as igualdades (2.32) e (2.33) forem divididasLpgpoderao ser reescritas como:

K (AH)" .
= =k?( ApR*¥? 2.35
Lﬂ Ll—a ( W ( )
e
h=e. (2.36)

Como o trabalhador toma a decisdo de investir uaghd u de seu tempo em sua
formacdo? Ora, como vimos, a aquisicdo de capitaiamo € analoga a aquisicdo de capital
fisico. Dessa forma, como tanto a taxa de investimeomo a de poupanca na economia Sao
constantes, a fracdo do tempaledicada a aquisi¢cdo de capital humano sera coadale
exdgena e constante. Portanto, o capital hurpancapitasera constante.

Se kfor definido comok :%, se for tomado o logaritmo dos dois membros dessa

igualdade, ficara estabelecida a seguinte expressao

logk = logk - log A- logh (2.37)

Ao ser tomada a derivada dos dois membros de (83@)obtida a igualdade:

(2.38)

| <.
I

~|x-
|

> >

Pois h é constante. Com uma derivacdo inteiramente amaogcaso do modelo de
Solow com tecnologia, ficar4 estabelecida a equagdia o modelo de Solow com capital

humano:

K=sy-(n+ g+ )k (2.39)

em quey :ﬁe sé a taxa de investimento em capital fisico.

E possivel chegar a conclusdes analogas as asgerirrespeito do papel da
tecnologia no crescimento de longo prazo. No ptesesso, pde-se em destaque, também, o
papel do capital humano nesse crescimento (JONEIL&RATH, 2015, p. 50).
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O modelo de Lucas tem como substrato a ideia deoguaeescimento tem como
motores forgas inerentes ao processo produtivadoedo com Silva Filho e Carvalho (2001,
p. 471), ndo sao tecnologias exdgenas sobre as guaercado ndo tem nenhum controle que
comandam o crescimento, mas sim forcas econdmiwidgenas aos sistemas de mercado
descentralizados.

Para o modelo de Solow estendido, o capital hum@&nom fator gerador de
crescimento, como a tecnologia e o capital fislmymulavel como este ultimo tendo, como
visto, forte determinagédo exdégena. Ao contrarisamamodelo de Lucas, o capital humano &
um fator endégeno ao processo produtivo que pradueheitos positivos para o crescimento
econbmico. O individuo acumularia capital humancompeténcias de maneira analoga a
aquisicao de conhecimento técnico: ele utilizarieonhecimento ja existente para adquirir
novos conhecimentos e, portanto, mais capital homalém disso, o capital humano pode
ser apropriado pelos individuos (IRIGOIN, 20112@0).

O modelo de Lucas foi construido como uma critiga g autor faz ao que acredita
serem inconsisténcias do modelo basico de Solow: iscapacidade de dar conta da
diversidade de taxas de crescimento entre os pa&iken disso, esse modelo preveria uma
tendéncia de igualdade do capjial capitados paises no longo prazo (LUCAS, 1988, p. 17).

Os pressupostos do modelo de Lucas séo os seguintes

(i) A economia em que o modelo se baseia é fechadapetitividade externa.

(ii) Os agentes econdmicos agiriam segundo a HipétesExgeectativas Raciondis a
tecnologia produziria retornos constarftes.

(i)  Em determinado instante, a mao de obra apresergddaxa de crescimento
exbégena.

(iv)A economia gira em torno de apenas um produto.

(v) O capital é proporcional ao nimero de individuaglptivos.

Por hipotese, a economia trabalhada € fechada.alfessia, como condicdo de
equilibrio macroeconémico,impde-se que a produgfiegada € igual a demanda agregada
(Jain e Ohri, 2010, p. 160).

A seguinte equacdao diferencial descreve essa cGmdie equilibrio (LUCAS, 1988,
p. 8):

N(et) + K@) = ADKOTNEOS

DAV (2.40)
[Demanda Agegada  |Produgéo Agregad

em queN(t) € a mao de obra disponivel no instatite(t) € o consum@er capitg K(t) é o
capital fisico; A(t) >0 é o indice de tecnologia aplicado a produgcé&meéeo coeficiente de
elasticidade da producao em relacao ao capitabfisi

® Os agentes econdmicos satisfazem a Hip6tese dpecfativas Racionais quando sdo formadas suas
expectativas e estratégias de acao segundo asnagdes disponiveis, ndo havendo margem para erros
sistematicos (DATHEIN, 2000, p. 54).

" Retornos constantes de tecnologia significam guganhos de certa economia séo diretamente propaisia

sua tecnologia.
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O capital humano é considerado, aqui,como o0 comjdet habilidades apresentadas
por um trabalhador em certo instante. Sendo essedaterminante na producdohgg € o

capital humanger capita considerando-se que seja 0 mesmo para todoalmdhadores no
instante, valera a igualdaded (t) = h(t)N(t)onde H(t) € o capital humano total presente

nessa economia nesse insatante. Dessa forma, gaeq(&40)pode ser reescrita como
(LUCAS, 1988, p. 18):

Nt () + K(1) = AK ) Tu ) HOOT™ K (D, (2.41)

ondeu(t)€ a porcentagem da forca de trabalho empregadarotugé@o no instante

enquantd, (t)” descreve os efeitos externos do capital humanostad instante Note-se

que, em (2.41), o indice de tecnologiaé considerado constantg 20(LUCAS, 1988, p. 17

e SS.).
O autor postula, para a variagao do capital humaseguinte equacao:

h(t) = G- u() i (1) (2.42)

em que G é uma fungdo crescente cGifd) =0 e 1-u(t)é a porcentagem da forca de
trabalho aplicada na formacao de mais capital homaminstante .

O autor observa que, g8<1, existem retornos decrescentes a acumulacao dalcap
humano. Isso implicaria que a taxa de acumulacacagéal humano tenderia a zero, ndo
importando o esforco dedicado a sua acumulacdoid®ev isso, ele resgata o modelo de
Uzawa (1965), onde esse autor trabalha com umaduGg que é linear emi-u(t)e, na

qual, { =1. Esse modelo possui crescimento sustentado da pmrdapita derivado apenas

de uma acumulacdo enddégena do capital humano nRyreavariacdo do capital humano no
modelo de Lucas fica descrita pela equacéo:

h=B(L- u(t) h(). (2.43)

Na qualB >0 é o indice de tecnologia na produgéo de capitaano.

Esse modelo possui Lucas (1988) conclui que o aapitmano é motor do
crescimento sustentado, sendo uma alternativacapgsso tecnoldgico do modelo de Solow.
Ocrescimento seria potencializado quando se auneerita de investimento em capital
humano. Ao contrario, se houver reducdo no investim em capital humano, a taxa de
crescimento sera reduzida.

2.2. Os Algoritmos Heuristicos

Os algoritmos computacionais tiveram seu desenwalnto pautado pelas
necessidades geradas pelos problemas a serem tatfienpelas diversas éareas do
conhecimento. O imperativo de analisa-los e moldslafez com que os softwares
enfrentassem uma quantidade cada vez maior de daswem processados.

O problema do caixeiro-viajante ficou famoso petapdicidade e a dificuldade de
resolucdo. De acordo com Matai, Singh e Mitall B0fp. 3 e ss.), esse problema tem
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aplicacdes multiplas em areas como cristalogrédiaricacdo de placas de circuitos, escalas
de pessoal etc. Em sua formulacdo mais simplespldgma tem o seguinte enunciado: um
caixeiro-viajante devera percorrercidades, partindo de uma delas e passando petaisde
uma unica vez. Ele devera voltar ao ponto inicgalal sera o trajeto que devera fazer de
forma a percorrer a menor distancia possivel?

Esse problema é bastante desafiador, e 0 nUmgrosdilidades aumenta muito com
o valor den. Mesmo com 0s recursos tecnologicos disponiversa snuito dificil resolvé-lo
pela enumeracédo de todas as possibilidades: depmde valor de, fica dificil decidir em
tempo razoavel se um candidato a solucdo é ou rsmugdo otima (PAPADIMITRIOU,
1977, p. 237).

E sempre possivel utilizar técnicas que possibiliteduzir o espaco de procura de
solugdes do problema, como os algoritrtboanchandboundContudo, sempre haverd uma
dimenséo acima da qual ficara dificil encontraolagio otima.

Com a intencdo de ultrapassar as limitagcbes apamtdds algoritmos chamados
exatos, passou-se a adotar outra perspectiva: rpaitas problemas de ordem pratica, €
razoavel encontrar solugdes aproximadas, proximek&gdo 6tima. Com base nessa ideia,
foram desenvolvidas as assim chamabesristicas Heuristicas definem uma classe de
algoritmos que permitem encontrar solu¢des razegvaia um problema, ou seja, solucdes
proximas da solugcéo 6tima. Uma heuristica ndo tgigue se encontrara a solugcéo otima de
um problema, nem permite dizer o quanto uma solag&ontrada esta distante da 6tima.

A meta inicial na criacdo de heuristicas era omesgimento de algoritmos cada vez
mais eficientes, ou seja, programas que enconimabsas solu¢des para problemas em um
tempo computacional pequeno. Apesar de os algasitdesenvolvidos terem provado ser
bastante eficientes tanto do ponto de vista da;&olencontrada quanto do tempo gasto para
encontra-la, eram cada vez mais especificos adgonababordado.

Com o0 avanco das pesquisas, as heuristicas passaidigpor de maior suporte
tedrico, deixando de ser tdo especificas, sem psudeflexibilidade. Foi a partir de entdo que
surgiram as assim chamadas melhores estratégigsitalbs inteligentemente flexiveis ou
meta-heuristicas.

2.2.1. SimulatedAnnealing

O SimulatedAnnealindSA) € uma meta-heuristica inspirada nas propdiesiados
cristais de metais submetidos ao processo de reeam. De acordo com Kirkpatrick, Gellat
Jr. e Vecchi (1983, p. 672), por meio desse procedio, apdés submetido a altas
temperaturas, o metal é resfriado lentamente, carbjetivo de revelar as propriedades dos
cristais do metal no limite de temperaturas nasmancas dos pontos de solidificacdo: se a
substancia puder ser mantida fora do estado dél@ayipodera ser formado um vidro sem
ordenacéo cristalina e com configuragcdes que apewgabnente minimizam a energia dos
conjuntos de atomos.

No SA, o processo de descoberta do valor 6timo da tuncdo € desenvolvido
através do célculo dos valores da funcdo em pocwos temperatura final nula de seu
dominio. Em cada movimento, um valor recém-calcul&d comparado com um valor
anteriormente aceito como candidato ao minimo I&@alesse valor for menor que o anterior,
sera aceito imediatamente como o0 novo candidatmenm. Caso ndo seja maior, sera aceito
com probabilidade de transicéo:
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-AE

(2.44)

em queT é a temperatura que regula a aceitagédo ou naololodaafungéo objetivoAE € a
variacdo do nivel de energialeé uma constante baseada na constante de Boltzmann,
Mecanica Estatistica. Observe-se que, quer um nemonseja aceito, quer ndo, sempre se
empresta certa aleatoriedade a esse processo.

Supondo qUeAE seja igual a variacdo correspondente do valor wigéfu objetivof , a
a igualdade (2.44) pode ser reescrita da segunteat

-Af

p=ew (2.45)

Note-se que a escolha da temperatura inicial densé&sé de fundamental importancia,
pois, se for escolhida uma temperatura inicial eatta, a igualdade (2.45) permite a
observacéo de que a probabilidade de ser aceitealon de funcdo em cada passo € muito
elevada, qualquer que seja a variacdo do valourigib objetivo. Isso torna muito instavel o
processo de procura do minimo global. Por outro,la@ a temperatura inicial for muito
baixa, qualquer movimento em gé > 0sera rejeitado, o que restringiria muito o espago d

procura da solucdo otima. No entanto, qualquer merio em quaf <0, o valor atual

calculado sera aceito, qualquer que seja ele OHIE;2010, p. 22).

Por outro lado, ao se partir de uma temperaturdonalia, impondo ao sistema um
resfriamento muito brusco, é possivel que se peratas informacdes importantes. 1sso
ocorre porque, no primeiro momento, o sistemaastaim estado de energia alto, ao fazer o
processo de busca pelos candidatos a minimo gtobaima regido relativamente ampla. Por
outro lado, no momento em que a temperatura estto rhaixa, o algoritmo é bastante
seletivo, trabalhando em regifes mais restritg®eanto, estabelecendo um refinamento dos
valores até entdo encontrados. Portanto, é debejfnee se estabeleca uma escala de
resfriamento que decresca a temperatura de forataugl caso isso ocorra, tudo indica que o
algoritmo partira de uma diversidade de candidatasinimos globais e ira, pouco a pouco,
dentro de um processo cada vez refinado, restrmgiimero de candidatos, até atingir
valores cada vez mais precisos.

Ledesma, Avifia e Sanchez (2008, p. 403) apontanmalg vantagens do SA:

. Para a aplicacdo do SA, ndo € necessaria a exastdmenodelos bem
definidos para uma determinada situacdo problemg exstabelecimento pode ser
dificil.

. Essa heuristica € capaz de escapar de minimoss,looaique

frequentemente ndo ocorre com meétodos baseadosratierge. Além disso, nao
requer o conhecimento de derivadas.

Algumas outras vantagens do método sdo (INGBER3,1229):

. E capaz de processar funcdes objetivo com grauséaids de nio
linearidade, descontinuidade e estocasticidade.
. Trabalha com condi¢cdes de contorno e restricbagaras impostas a

funcaoobjetivo.
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. E facilmente implementado, apresentando um cédigoinm, se
comparado a outros metodos.

Por outro lado, algumas desvantagens do SA séo:

. Pode gastar muito tempo computacional, dependerd@sdala de
resfriamento adotada.

. O processo pode ser completado sem que se enagnaesolucao
dentro da margem de erro esperada(INGBER, 19%&8)p.

. Em geral,é dificil ajustar os parametros do algwitpara situacoes
reais (LEDESMA et al., 2008).

Esta ultima observacdo destaca um ponto do qualaspecto j4 foi analisado
anteriormente: a temperatura inicial € um paramgtre desempenha papel relevante no
desenvolvimento do algoritmo. Outro parametro querece destaque é a escala de
resfriamento. Existem alguns tipos bem estabelsaiécescalas de resfriamento, a saber:

Escala Linear— Nessa modalidade de escala, a temperatura emimstdnte € dada
porT =T —pBt, em queT € a temperatura inicidl,é o tempo de resfriamentoge é
constante. O movimento do algoritmo, em seu proceds procura de um minimo
global,despende o mesmo tempo em cada temper&soasugere falta de refinamento na
procura de valores 6timos nas diversas temperatRoaigal razéo, a solugdo encontrada pode
carecer de precisao.

Escala Geométrica Nessa escala de resfriamento, a temperaturasdeca uma taxa
O<a <1. Portanto, a temperatura é dada por:

T=T,a (2.46)

em queTl, . et sdo definidos como antes. A equagéo (2.46) padesscrita Como:
1 T

t=—In (—] (2.47)
a Tini

Da equacdo (2.47), pode-se concluir que, na edeatasfriamento geométrico, gasta-
se menos tempo nas temperaturas mais altas quaaiagaixas. Isso demonstra que esse
tipo de resfriamento pode levar ao refinamento alagfes obtidas em temperaturas mais
altas.

Em uma escala de resfriamento, pode ocorrer tambgéen a temperatura seja
aumentada e diminuida de forma ciclica, havendaaimamento da solucdo em cada ciclo
(LEDESMA et al., 2008).

Downsland e Thompson (2012, p. 1631) mencionamagi@enperatura também pode
ser reduzida ap6s cada movimento do algoritmo.
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SeT,,T,..., T, for uma sequéncia de temperaturas, de forma que:

T-_C
“Inl+k)’ (2.48)

Havera convergéncia para um 6timo global confdtmeo . Nesse casocé a
profundidade do minimo local mais profundo. No etdaa implantacdo dessa escala torna-se
impraticavel pelo nimero proibitivo de iteracoesueridas no processo de convergéncia.

Esses mesmos autores destacam que a temperaalrgptinto de resfriamento) do
sistema é um parametro importante. Teoricamentemaeratura final deveria sky,, =0,

guando ndo h& mais possibilidade de se aumentaesidade de pontos nos quais procurar o
valor 6timo. Contudo, o ponto de resfriamento pedealcancado antes qug, =0. Para

isso, alguns autores sugerem que se estabeleggearstura final quando nenhum novo valor

for aceito apés um namero limite de movimentosr&@uainda sugerem como critério a razao

entre o nUmero de movimentos aceitos e o nUmeabdettentativas feitas: quando essa razéo
ficar abaixo de certo valor, a temperatura fine ®do alcangada.

2.2.2. Redes neurais artificiais

O estudo das Redes Neurais Artificiais (RNA) sumuinteresse dos pesquisadores
em desenvolver sistemas de gerenciamento de infdesaque funcionassem de forma
semelhante ao cérebro humano. Assim, as RNA deveeapropriedades como: capacidade
de aprendizado de acdes e respectiva generalizegsgate de dados armazenados pelo
respectivo conteudo, reconhecimento de padrdes etc.

Foi no trabalho seminal de McCulloch e Pitts, dé3l%ue o néuron foi estabelecido
como unidade de processamento l6gico-aritméticanddelo era constituido de todos os
elementos para a execucao de operacdes logicastjnadmapenas dois estados: ativo ou
inativo (McCULLOCH e PITTS, 1943, p. 118).

As RNA sao constituidas de um conjunto de néurioiteligados atraveés de sinapses
e segundo arquiteturas especificas. A Figura 3rma$t maneira bem geral e simplificada, o
funcionamento das RNA.

Entrada 1
Processamento
Entrada 2 através de conjuntp —> | Saida
de néurons ocultos
Entrada n

Figura 3. Esquema simplificado de funcionamento das RNA.
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Os dados de entrada das RNA podem advir de oudur®ms da rede, assim como de
fontes externas a ela. Pesos sdo associados psesmgue efetuaram a transmissédo desses

dados de entrada. Dessa forma, Xseepresenta um dos p dados de entrada oriundos da

propria rede, com pesa, e g representa um dos ¢ dados de entrada externo csoh, pea
relacdo que sintetiza a entrada dos dados na eedte s

P q
V=Y ax+> he+w,
=1 k=1

em que cadav é uma constante p+q=n.
Cada uma dessas somas passa por um processaméipm S5O (uma entrada-uma

saida), através de uma transformacéo linear cus@em de/ évi'. Essa imagem passa por

uma segunda transformacdo n&o linfear sendo a imagem di'erepresentada
pory, = f(v) (HUNT et al., 1992, p. 1.086).

Essa breve descricdo do funcionamento das RNA gemzedestacar uma importante
caracteristica desses objetos: sua capacidade sigeder e modelar com precisdo 0s
fendbmenos nao lineares. Esses fendmenos sdo perpotes na natureza e, devido a essa
propriedade das RNA, elas tém sido utilizadas aequiéncia para descrevé-los.

Outras caracteristicas importantes das RNA séo:

. Capacidade de processamento paralelo de dado® levqua uma alta

tolerancia da rede a falhas. Isso significa qugaste de uma RNA for danificada, a

parte que ndo sofreu danos pode continuar sedlicabarmalmente. Além disso, essa

capacidade da RNA de processar dados paralelanaemienta a velocidade de
obtencéo de resultados a partir desses dados.

. Uma RNA pode ser treinada aplicando dados ja edalosre dentro do
escopo do problema a ser resolvido. Como conse@fyée certos dados de entrada

nao tiverem sido apresentados no treinamento, a Rk generalizar e adaptar-se a

eles.

. Redes Neurais podem operar ao mesmo tempo com dadostativos

e qualitativos (HUNT et 311992, p. 1.084)

Ciobanu e Vasilescu (2013, p. 447-448) ressaltaferindo-se a capacidade de
modelagem das redes neurais, que elas funcionammomsé o sistema a ser modelado
apresentar alta tolerancia a erros. No entantmtapocaracteristicas adicionais importantes
dessas ferramentas computacionais:

. Alta capacidade de associacdo e reconhecimentegidaridades em
um conjunto de padrdes. Por isso:
. Funcionam muito bem para descobrir correspondénerasque a

relacdo entre as variaveis € pouco compreendidadoupossa ser descoberta por
meios convencionais.
Os mesmos autores apontam algumas desvantageRsdkzs Neurais:

. Dificuldade em explicar resultados obtidos por URNA. Isso ocorre
porque, muitas vezes, ndo se tem acesso a seusisneas de funcionamento. Diz-se
gue a RNA funciona como uma“black box”.
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. Teoria matematica insuficiente dando suporte acifumamento de uma
RNA. Dessa forma, determinar a melhor arquiteteraitia RNA, como o numero de
camadas (se estiver estruturada em camadas), amd@eéurons por camada etc.,
ainda ndo é uma tarefa trivial.

. Uma RNA corre sempre o risco deertraining Isso significa que, se a
RNA for apresentada com um numero insuficiente adéod para treinamento, vai
primeiro analisar as relacfes mais gerais entdades. A partir dai, a rede parte para
analisar propriedades muito especificas dos dddessa forma, diz-se que a RNA
estd memorizando seus dados de treinamento e vdenu® a capacidade de
generalizar. Contudo, alguns softwares comerciagsimplementam Redes Neurais ja
superaram esse problema.

A observacdo anterior sobowertraining sugere que, para uma boa performance de
uma RNA, deve haver um numero razoavel de dadasgeartreinamento.

2.2.3. Algoritmos genéticos

Os Algoritmos Genéticos (AGs) jA contam com um @ngeriodo de
desenvolvimento: as primeiras ideias relacionadelesdatam das décadas de 1960 e 1970.
Sua inspiracdo advém das ideias evolucionistas ligrl€s Darwin: de acordo com o
mecanismo da selecdo natural, somente os indiviquesherdam caracteristicas que o0s
tornam aptos a sobrevivéncia no ambiente naturdbdezontinuidade a espécie. A teoria dos
AGs utiliza-se dessa nomenclatura para seu desemaoito.

Segundo Mitchell (1999, p. 2 e ss.), 0s AGs sadémdecorréncia de uma mudanca
de paradigma na computacdo: pensava-se que 0s tmmloms ndo deveriam ser maquinas
apenas para executar operacdes sequenciais, sagicasl ou aritméticas. Eles deveriam
simular o funcionamento do cérebro, além de teapmacidade de aprender para se adaptar ao
meio ambiente, sendo também capazes de simulaolacéwe bioldgica. Essas concepcdes
deram origem ao estudo, respectivamente, das reslasis, do aprendizado de maquina
(machinelearninye da computagé&o evolutiva.

Dentro de uma concepcao basica, os AGs sdo cadestude alguns elementos
fundamentais:

Cromossomo®u individuos constituidos por uma cadeia de bits (0's ou Us).
conjunto de cromossomos aleatoriamente determinemim, um tamanho prefixado N, é
denominad@opulacdo Cada um dos individuos sofrera a acao de trésadpes basicos: a
selecdo a recombinacdo genétice a mutagdo Durante o processo evolutivo, todas as
populacdes formadas terdo o mesmo tamanho.

A selecao pode ter como objetivo a reproducéo digiohuos ou sua substituicdo. Em
qualquer caso, todo o processo se baseia em urnespm@leatério de classificacdo dos
Cromossomos.

No caso da selecdo para reproducdo, o operadoihesgares de individuos entre
agueles mais aptos a se reproduzirem — mais agmifick, nesse contexto, com melhor
ranque obtido na classificacao prévia. A selecacspbstituicdo escolhe, entre os individuos
da populacdo presente e suas crias, aqueles magsaponstituir a proxima populag¢édo. Os
considerados menos aptos sdo simplesmente sulssitpelos mais aptos (PARK et al.,
1997, p. 48).

ApoOs selecionado cada par de individuos, a repémdse dard pela aplicacdo dos
operadores de recombinacdo genética e mutacdoneelos nos casos mais simples de AG.
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Estabelecida uma probabilidagele sua ocorréncia, a recombinagdo genética ocorre
pela permuta entre os segmentos correspondentdsigleromossomos. A Figura 4 ilustra
essa permuta para o caso de cromossomos com 10 bits

' 1
! 1
Facombinagio

1110100010 | Geniica | 0100100010
! — ’

0100110110 1110110110

Figura 4.Recombinacgéo genética com as quatro posi¢cdes reapuarda.
Na mutacao, h4 troca aleatéria de valores de bitdeterminado cromossomo. Veja a

Figura 5, que exemplifica o caso de um cromossomal@ bits, havendo mutacdo do
segundo, sétimo e décimo bit.
A NI l 1 l

1110100010 | ™ | ;0107011

Figura 5. Mutagdo com troca de valores de bits.

Sobre os novos individuos gerados pelos operadogasionados, realiza-se 0 mesmo
processo de classificacdo aplicado aos individomsais. Dessa forma, a cada um deles &
associado um ranque. Os individuos com melhoreguesndentre os novos individuos e os
individuos iniciais formardo uma nova populacdodd @esse processo de producdo de uma
nova populacéo a partir de uma populacdo antedenéminad@eracéo

E importante observar que a recombinac&o genéticgor funcio formar individuos
cada vez mais aptos, a partir da troca de inforesm@htre aqueles considerados aptos na
geracdo anterior. Por sua vez, o operador de nuwgagiluz variabilidade nas sucessivas
populacdes, permitindo que o AG prossiga sem pelidersidade (PARK et al1997, p. 48).

De acordo com Mitchell (1999, p. 4), os AGs encamtiaplicacéo principalmente em
problemas que envolvem a procura da melhor op¢caarantonjunto em que exista uma
grande variedade de opcles possiveis. A autoraiomancomo exemplo de um problema
desse perfil a modelagem computacional de certo dig proteina. O algoritmo utilizado
nesse problema deverd ser capaz de procurar, déationensa variedade de possiveis
sequéncias de aminoacidos, aquelas que melhofagatis determinadas propriedades. Os
AGs podem ter um desempenho muito bom nesse tipootdéema.

Outros exemplos de aplicagédo dos AGs mencionadiasrse

* Problemas de otimizagdo numérica ou combinatoamocolayout de
circuitos.

* Modelagem de processos de inovacdo e de emergéacmercados
econdémicos.

* Modelagem de processos ecolégicos, tais como oogdol de
hospedeiros e parasitas e fluxo de recursos eragasl!
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 Estudos da interacdo entre 0s processos de apagediz dos
individuos e a evolugao da espécie interagem @zapnente.

Reforcando o ponto de vista antes apresentado]ey/li#001, p. 818 e ss) afirma que
0os AGs devem ser pensados mais como algoritmosoderp estocastica. Situando os AGs
no contexto dos problemas de otimizagéo, essesitaigs ndo forneceriam solugcdes otimas
globais, mas encontrariam solugBes competitivagyalelos critérios de adaptabilidade.

Mardle e Pascoe (1999) apontam algumas caraatagstos AGs que, de acordo com
0s objetivos do pesquisador, podem ser consideladigscOes desses algoritmos:

Se situados ainda no contexto da otimizacdo, oslé¥asn, em geral, mais tempo que
os algoritmos de procura direcionada para encosthucdes aproximadas dos problemas.
Isso ocorre exatamente pelo fato de os AGs sergonitahos de procura estocastica.

Os AGs adaptam-se melhor a problemas que envohaiaveis discretas que em
problemas de variaveis continuas. Isso ocorregralaularidade inerente a representacao dos
valores envolvidos como cadeias de bits (0's guR&r exemplo, se o valor de uma variavel
esta em determinado intervalo fechado, e seusegsmidio representados por cadeias de 3 bits,
existem apenas oito possibilidades para essesegaldavendo essa limitacdo no espago de
procura, melhor € o desempenho do AG.

A utilizacdo eficaz de um AG depende de profundahegimento do problema
investigado. Isso porque tal conhecimento levardodpreensdo da necessidade de se
ajustarem parametros importantes para o bom fuagiento do algoritmo. Alguns desses
parametros seriam: especificacdo de variaveis pidktacas, estratégias de aplicacdo de
pesos as variaveis, ajustes de limites dessas rmasmaveis etc.

AGs funcionam melhor em problemas sem restricdo qde o contrario: a
consideracdo da factibilidade de uma variavel pdegradar bastante a performance do
algoritmo. Outro aspecto a ser considerado é qd&ctibilidade de uma solucdo estara
incorporada ao ranque obtido por ela na etapaadsiticacdo dos individuos. Como o ranque
€ determinado por um processo estatistico, quaatorrfor o conjunto factivel de solucdes
do problema em estudo, mais precisos serdo afwaséb e o ranqueamento dos individuos
nesse conjunto.

2.3. Os Algoritmos ndo Heuristicos

Outra classe de algoritmos adotatécnicas de natuegenas numeérica. Esses
algoritmos utilizam-se de estratégias ja bastaobtdhecidas que encontram vasta abordagem
na literatura(NOCEDAL e WRIGHT, 2006; ASTER, BORCRE& e THURBER, 2011;
BERTSEKAS, 1999; STOER e BULIRSCH, 2002).

Dentro dos casos de otimizacdo sem restricdo, dedo® de natureza apenas
numérica podem ser divididos em duas grandes stags@ue utilizam estratégias de procura
unidimensional e os que tém como estratégia a®aegie confianca. Essas categorias
incluem os métodos baseados em gradiente e aquedesio sdo baseados em gradiente.

Os meétodos baseados em gradiente sdo aquelesatprgjof de maneira informal,
utilizam derivadas da funcaoobjetivo em sua estautOs métodos que ndo sdo baseados em
gradiente ndo lancam mao das derivadas da fungdabjEstes ultimos também sé&o ditos
livres de derivadas.
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Dada uma funcdoobjetivd :0* - [ suficientemente diferenciavel, a ideia basica

desses métodos é definir uma sequdngld., em [ *, convergindo para um centq sendo
este um minimizador par&. O valor minimo def serarepresentado pHfx) .

2.3.1. Algoritmos de otimizagdo sem restricdo e besdos em gradiente: métodos de
procura unidimensional

Nos algoritmos de procura unidimensional, a patéircada termg,é determinada
uma direcaw,, a partir da qual o termq,, esteja sobre a semirregat av,, sendoa um
nimero real positivo denominado tamanho do passoimportante observar que,
coma(f( x,)} ., deve convergir para um minimo tle o calculo do tamanho do passo deve
ser tal que, na melhor das hipotesas, = X, +aVv,seja um ponto de minimo local de
f aolongo da direcdo definida por Nesse caso, diz-se que houve uma procura

unidimensional exata. E importante observar quesasgtodos possuem, em geral, alto custo
computacional. Na prética, sdo mais utilizadas ymas unidimensionais inexatas, onde se
trabalha com uma reducéo considerada razoaveihgadwbjetivo, com custo computacional
minimo (NOCEDAL e WRIGHT, 2006, p. 31).

2.3.2. Método de Newton e variacdes

As diversas estratégias dos algoritmos de procoidimiensional surgem a medida
que se estabelece a direcdo de progurdma das mais conhecidas € o método de Newton,
estabelecido através do desenvolvimento de Tayorsegunda ordem de em uma
vizinhanga de,. Assim:

P +v) = T+ f+ v 2 fv= QW) (2.49)

em que" f =" f(x) é o gradiente da funcio objetivo eme " *f =" *f(x) é a matriz
Hessiana def emx . Impondo qué Q (v,) =" f(x,+Vv)=0, segue quef + *fv =0, ou
seja:

v, =—("2f )™ f, (2.50)

n

supondd * f_positiva definida. Nesse casg, é denominada direcdo de Newton. A hip6tese
sobre' *f_ é feita para garantir a existéncia da diregfe para que seja uma direcdo de
descida, a menos quef, = 0. Diregéo de descida é uma diregéo ao longo davdtiaf. <0.

Nesse caso, pode-se garantir €& nessa direcdo, decrescente para valores stdiciente

pequenos do tamanho do passgNOCEDAL eWRIGHT, 2006, p. 21).
O método de Newton funciona bem quando a sequéneia define fica, a partir de
certo termo, contida em uma vizinhanga do poftque minimizaf . Porém, emseu

desenvolvimento, existe a necessidade do célcugrattiente e da matriz hessiana: o calculo
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desta ultima pode ndo ser simples, além de esjeitosa erros de precisdo se for feito
numericamente Mais ainda, cada iteracdo pode ser custosa do plervista computacional,

por depender da inversa da matriz Hessiana. Ha aindecessidade d€’ f, ser positiva
definida para que;, uma direcdo de descida (STOER e BULIRSCH, 200250).

Uma alternativa para contornar as dificuldades ppegem surgir ao se lidar com a
matriz hessiana no método de Newton foi trabalbar aproximagéed3, para ela, sendo que

essa aproximacao € atualizada a cada iteracadaydotalo. Usualmente sdo impostas sobre
essas aproximacgOes algumas condi¢cdes herdadastda Hessiana, como a condi¢do de
simetria. A partir dessa ideia, foram desenvolvide®snétodos quase-Newton e BFGS.

2.3.3. Os métodos de maximadescida e do gradientmpigado

Os métodos de maximadescida sdo métodos de pratidienensional para os quais a
direcdoy, é definida, a partir d¢, de tal forma que propicie o decrescimento magidca

para a funcdo objetivo. Por essa razao, valevnq;ﬁf—f’]r Como deve sefr(X,,) um

minimo para & ao longo dev, e supondo que haja uma procura unidimensionahexat

0106
n+l'n 6V )

n

" f (2.51)

A relacao (2.51) permite concluir que, em algorgnde maxima descida, direcbes de
procura construidas em iteragfes consecutivas rs@dgoaais. Ocorre que os algoritmos de
maximadescida podem ter uma convergéncia extrentartema (SHEWCHUK, 1994, p. 8).

O Método do Gradiente Conjugado tem como diretridega de ndo repetir direcdes
na procura do ponto 6timo. Nesse sentido, sua cgéreia deve ser mais rapida que a dos
métodos de méximadescida.

O Método do Gradiente Conjugado Linear (MGC lindaxle origem na procura de
solugdes de sistemas lineares do tipo:

AX=h (2.52)

Em queA é uma matrizkxk simétrica, positiva definida, sendo e b vetores em
[ ¥ A estratégia consiste em minimizar a forma quachati

Q(X) Z%XTAX— bx+c, (2.53)

80 céalculo numérico de derivadas sempre esta sujeitoos devido a limitagdes na representacdo oens
reais através da notacdo de ponto flutuante. Asvaltrs numéricas podem estar sujeitas a erros de
arredondamento, de truncamento, podendo prodwsittaglos nem sempre desejados no desenvolvimesto do
algoritmos (PRESS et al., 2007, p. 229-232; DE LEE\A009, p. 935-950).
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sendoA, xe b como antes @ um vetor fixo de! k. SendA positiva definida, garante-se a

existéncia de um minimo absoluto p@raO fato deA ser simétrica asseguraque este minimo
sera uma solucéo d&aro! Fonte de referéncia ndo encontrada(SCHEWCHUK, 1994, p.
54).

O MGC linear se baseia no conceitovdtores conjugadoslois vetores ndo nulgs

ev, de [ “sdo A-ortogonais ou conjugados \8eAv, =0, sendcA uma matriz simétrica

positiva definida.
As direcdes de procura unidimensional para o M@Ealisdo construidas a partir de

uma base do*, formada pork vetores conjugados. Partindo-se do veter-" f,, em
que' f, é o gradiente da funcéo objetivo no ponto ini¢jaks direcdes de procura para as
iteracdes subsequentes sédo dadas,per—" f ., +8V,, sendo determinadas a partir de uma

generalizac@o do processo de ortogonalizacdo de-Scamidt aplicado d' f,, na n-ésima

iteracdo. A partir de entdo, € possivel deduzisguapriedades importantes do MGC linear:
0 método converge para o minimo global em, no maxkniteracdes. A outra propriedade

estabelece que, a cada iteracdo, para a constlegioo método utiliza apenas o vetor da

iteracdo anterior que lhe € conjugado. Isso sigmifjue ndo é necessario ocupar espaco de
mem©aria com vetores mutuamente conjugados de desagnteriores (BERTSEKAS, 1999,
p. 121 e ss.; SCHEWCHUK,1994, p. 31).

O fato de ocupar pouco espaco de memoria com azamamento de matrizes fez — e
tem feito — dos Métodos do Gradiente Conjugad@aline ndo linear, objetos de pesquisa
principalmente em aplicagbes de larga escala. Umsdatetas desse trabalho foi a tentativa
de conciliar a eficacia na convergéncia dos métadeéosewton e quase-Newton com a baixa
taxa de armazenamento dos algoritmos de Gradieatgugado. A partir desse esforgo,
surgiu uma modalidade dos métodos quase-Newtonadeiétodos de Memoria Limitada.
Apesar disso, mesmo em suas implementacdes maesirum Método de Memoria
Limitada ocupa trés vezes mais memoria que o Métddo Gradiente Conjugado
((NOCEDAL e WRIGHT, 2006, p.176 e ss.; NOCEDAL, 699. 10 e ss.).

De acordo com Hager e Zhang (2006), os Métodosrddiénte Conjugado nao linear
(MGC nao linear) constituem uma classe de algostoavacterizados pela baixa exigéncia de
memoria e uma vasta gama de propriedades ligadamgergéncia local e global. Sua
estrutura é semelhante a do MGC linear, s6 que aplicacdo no caso de se procurar
encontrar 0 minimo absoluto ndo mais de uma formadmtica, mas de uma funcao

suficientemente diferenciavél]* — [ . Nesse caso, ja ndo se pode mais contar com a
garantia e a rapidez de convergéncia das diregiigagadas. Além disso, a fung&opode

tervarios minimos locais, o que, eventualmentegpatha muito a procura de minimos
absolutos. De qualquer forma, os algoritmos do M®C néo linear sdo construidos de
forma que, quando aplicados a formas quadraticgams equivalentes ao MGC linear
(NOCEDAL, 1996, p. 10).

Para o caso linear, na procura do tamanho do passox ,, = X, +aV,, 0 conceito de
vetores conjugados acarreta a seguinte propriedade:

Sex,,, = X, +aV,, ao multiplicar ambos os membros dessa igualdatie mpatrizA,
como definida enerro! Fonte de referéncia ndo encontradg.obtém-se:
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AX,, — AX, = aAv,. (2.54)

Somando e subtrainthao primeiro membro de (2.54), segue de (2.52) que:
AX.,—b=" f(x)=a Ay,
ou seja,
V) (A, —AX) - V" f(x)=avy A, (2.55)

em que é o minimo global da forma quadratica em (2.53)tdPto, ser,,, =X.., —Xsegue
de (2.55) que:
v'Ar, -v.™ f(x)=av. Av, (2.56)

n n+l n

0 f (%)
ov

n
v.e r,forem conjugados, ficara estabelecida uma procumdimensional exata, e o
tamanho do passo sera:

Ora, como foi vistoy, Ar,, =v ' (Ax,,—B=v™" f(x,)= . Portanto, se

Tn
g=-Y" 10%) (2.57)

v, Ay,

O estabelecimento do tamanho do paspara 0 MGC nao linear é bem mais
complexo. Para o caso da procura unidimensionagaerdo existe mais o apoio imediato do
conceito de vetores conjugados, o que aumentai@lddde da determinacdo @le Em
alguns casos, em vez de se determinar um valar giee minimize a fungaoobjetivioao

longo da semirretg, +av,,a >0, sdo consideradas esndi¢oes fortes de Wolfa saber:

o +av,) < f(x)+ga" fv, (2.58)
" ftav,) v, ls- 6" fly |

n n

em queO<c <c,<1. A primeira das desigualdades (2.58) estabelee®alecrescimento de
f deve ser proporcional ao tamanho do passo e aadetif'v,. A segunda impde

condi¢Bes sobre a derivadagde) = f (x,+av,) para que esteja proxima de um minimo
local (HAGHER e ZHANG, 2006).

As vezes, alguns autores fazem a exigéncia de gamanho do passe satisfaca as
desigualdades seguintes:

f(x, +av,) < f(x)+6a" fiv,

2.59
! f (Xn +avn)T Vn 2 CQH fnvn’ ( )
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com0O<c¢ <c¢,<1. Elas formam o que se convencionou chamawodeicdes fracas de Wolfe

Em qualquer caso, se a um algoritmo € exigido gqtemanho do passo satisfaca (2.58) ou
(2.59), em geral imp&e-se a exigéncia adicionajude

“Tf(x)V, <0, (2.60)

Q

ue é denominada propriedade de decrescimento. [de semelhante ao caso linear, para o
MGC néo linear as dire¢des de procura unidimensgfiadadas pela igualdade:

Vi =~ fn+1 + ﬁan

em que, aos coeficiente8,, séo atribuidos valores que garantam boas pr@uiésdpara a

convergéncia do algoritmo. Alguns dos valoreggddem conhecidos, cujos nomes sdo 0s
mesmos dos algoritmos correspondentes em quelssédiims a seqguir:

L = % (Hestenes e Stiefel),

n
nJsn

BF= % (Fletcher e Reeves

n
n n

5 :":r+13;n(Polak e Ribiére),

n n

Em quey, =" f, " f..

Muito se tem estudado a respeito das propriedaoedMdC nao lineares derivados
das possiveis escolhas dos coeficiefiftesUm rol bastante extenso de valores parg,os
pode ser visto em Hagher e Zhang (2006). No entasegundo Dai (2011),
comparativamente o esfor¢o de pesquisa tem sidomeemrelagéo ao tamanho do passo

Zhang, Li e Zhou (2009, p. 634) apresentaram umdifrnacdo do MGC nao linear
em que se baseou o“solver” utilizado, em um prim@omento, neste trabalho. Segundo
esse método, a direcéo de procura é dada por:

- f.,sen=0
V=4 (2.61)

L f +B™™ -0y, sen> 0

sendo o coeficient8, o0 mesmo do método de Polak-Ribiere. As dire¢cdegrdeura foram
modificadas para garantir uma convergéncia glolmalatoritmo, ou seja, o resultado

demonstrado foi o de qliminf

NnN-oo

" f, 0. Isso significa que apenas uma subsequéncia da

sequéncié" fn}:’:0 tende a um vetor nulo ou, o que significa 0 mest@agde a um ponto
estacionario.
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2.3.4. Algoritmos de otimizacdo sem restricdo e besdos em gradiente: métodos
baseados em regido de confianca

Os algoritmos baseados em regido de confianca gewama sequéncia de
pontog x} .., que deverd convergir para um minimo local da faobgetivof . A partir de

um dado term@, o termo de ordem+1deve ser encontrado de modo a produzir um
decrescimento suficientanf . Essa terminologia sera explicitada em mais desadhseguir.
A construcdo de termos consecutivos da sequgxkfa, € feita da seguinte forma:
Dado um termg;,, € definida uma forma quadraticgem uma bolaB, centrada neste
ponto e raio com. A forma quadratica),deve ser uma boa aproximagéo local garé&lém
disso, devera existir um vetor de procuyéal que:

m,(%,.) =M%+ v) < m(x), Iy ll<A. (2.62)

A bola centrada emx, e raioA é denominadaegido de confiancae X, e A € o raio

da regido de confianca. A normia || que define a regido de confianca pode ser a norma

euclidiana, como também qualquer norma que melhedeca ageometria do problema em
questdo (CONN, GOULD e TOINT, 2000, p. 6).

Dizer que a forma quadratiaa),deve ser uma boa aproximacdo fi@a regido de
confianga significa que, na passagemxgjearax.,,, 0 decrescimento dé seja comparavel

ao que foi previsto pelo modelo. Em outros termcjs(x””)_ (%)

M, (%.0) = M( %)
de 1 quanto possivel. Portanto, para o métodogiaaele confianca, deve-se estabelecer uma
margemo> Otal que:

deve ser tdo proximo

f (%) = F(X%)

M, (%) = M%)
aumentado, sendo que, agora, a bola que a defiaga esentrada enx,,,. Devera ser

encontrada uma direcdo definida pelo vetorde forma

quem,,,(X.,) = M.( %.+ %)< mM( %), e o decrescimento deseja comparavel ao
daformaquadraticay,, . Este decrescimento € que é denominado decredoinseficiente

def .

. Se 0< <1, o raio da regido de confianca € mantido ou

f (X)) = (%)

m, (%1) = M( %)
feitoX,,, = X,., € procede-se a busca Be,com as mesmas exigéncias anteriores.

. Se for <0, o raio da regido de confianca é diminuido, sendo
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A forma quadratica que modela a fungama regido de confianca €, em geral, dada
por:

M0+ = F(X)+ V) f(x) +2 V. By, (2.63)

Em queB,é uma matriz simétriaaxn . O decrescimento exigido dg,ao modelarf
pode ser pensado como sendo obtido através dasalo¢gseguinte subproblema:

min, g, M, (%, + \4)- (2.64)

Nocedal e Wright (2006) fazem algumas observac@eseito da forma quadratica
em (2.63):

. Escolhas bastante comuns prasdo a matriz Hessiana deemx,,ou seja,
B, ="?f ou uma aproximacdo. No primeiro caso, fica definildmétodo de Newton para
regides de confianca. Devido a condicdo imposta pgido de confianga sobwe, a saber,
|v, EA,, para o método de Newton, para regides de corfiaéig ha mais a exigéncia de que

" 2f seja positiva definida.

Se B, =0, o vetor de procura tal que (2.63) sejavalidadodzor:

em quel, é o raio da regido de confiangd d, # 0. Nesse caso, fica definido o método de

méximadescida para regifes de confianga.

Algumas vantagens e desvantagens dos métodos baseadregido de confianca,
quando comparados com os métodos de procura umsliomal, sdo apontadas por Yigui,
Qian e Hauchan (2009, p. 318) e Papalambros e (@0, 163):

. Nos métodos baseados em regido de confianca, nérigé@ncia de a matriz
Hessiana da funcdoobjeti¥eser positiva definida. Pode também ocorrer converigédo
algoritmo para minimos locais, ndo somente paraogdkKT (vera préxima sec¢do). Nocaso
de procura unidimensional, a exigéncia de a métegsiana ser positivadefinida e limitada
garante que a direcao de procura seja de descida.

. Aproximacoes de segunda ordem podem trazer probl@ara os métodos de
procura unidimensional, como convergéncia extreméne/agarosa ou mesmo a hao
convergéncia. Nos métodos baseados em regido flarg@ devido ao controle que se pode
ter sobre o raio da regido, o dominio sobre o deskra haver uma aproximacao fdgor
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uma forma quadratica pode ser reduzido. Isso redefeito que informacfes de segunda
ordem podem ter.

2.3.5. Métodos de otimizacdo com restricdo e basesdem gradiente
Um problema de otimizacdo com restricdo pode sem@ado da seguinte forma:

min f (x) sujeitoa
xan ¢

c(x)=0, i0E, (2.65)
c(x)=20,i01,

em quef :0% -0 ¢é a func&oobjetivo ec:[1* - [ sdo asrestricbes O conjunto
Q={x0O0%| ¢(R =0, iDEe ¢ (x)= 0, i0 | }¢ denominadegido factivel Outro conjunto
importante € aconjunto ativo em xefinido poA (X) ={iJEC | | c(X =0} . As restricdes

cujos indices ndo fazem parte do conjunto ativoxesio denominadaeativasnesse ponto.
As demais séo chamadatsvas

O conjunto ativo constitui a fronteira da regidotiieel. Em geral, os algoritmos de
otimizagdo com restricdo procuram um candidato aima local da fungéo objetivo no
conjunto ativo. Isso ocorre porque as propriedddeais de um ponto factivel ndo séo
alteradas pelas restricbes inativas nesse pordggsde ser entendido melhor através das
condicOes (2.67)-(2.71) a seqguir. Dessa formar@stendo trabalhadas apenas restricbes que
constituemigualdades (CONN, GOULD e TOINT, 200039).

Se as restricoes de (2.65) fossem apenas igualdagemdo que sejam restricdes,
poderiam ser eliminadas, em tese/ariaveis dessas igualdades. Ao substituir essas/es
em f seria obtido um problema de otimizagdo sem restragin n-m variaveis. Alguns

problemas com essa abordagem sao os seguintes:

. Nem sempre ha uma expressao analitica foara
. Nem sempre € possivel explicitar as variaveis esisicoes.

Uma maneira mais geral de se tratar (2.65) parkoeiatipo de restricao é utilizar as
condi¢des de Karush-Kuhn-Tuclarcondicbes KKTque estabelecem condi¢cdes necessarias
para um pont& factivel ser um ponto de minimo local. Para tadé&fine-se:

L(xA)=f(¥)- > A46(X, (2.66)

iOEOI
que € o Lagrangeano para (2.65).

Suponha quex seja uma solucdo de (2.65), sendo a funcéo objefie as m
restricbes ¢ continuamente diferenciaveis. Além disso, suponba Qs gradientésc,
para JA (X), sejam linearmente independentes. Entdo, existeetion de multiplicadores de
Lagrangel cujas componente% satisfazem as seguintes condigdes:
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"L(X,A)=0, (2.67)

¢ (X)=0,seilE (2.68)
G (X)=0,seilll (2.69)
A 20, se 0l (2.70)
AG(X)=0, seilED| (2.71)

A condicéo (2.67) pode ser reescrita como:

"f® =2 A" 6. (2.72)

iOEO

Outra observacdo importante é que (2.71) estabelscehamadasondicbes de
complementaridade que afirmam qué =0, se iOA(X)JEeA >0, sdll . A
demonstracao do resultado sobre a existéncia awo det multiplicadores de Lagrange que
satisfaz (2.67)-(2.71) pode ser de encontrada eznkerger e Ye (2008, p. 342 e ss.).

Pontos que satisfazem as condigbes (2.67)-(2.71)Kaeish-Kuhn-Tucker sao
chamados de pontos de KKT. E sabido que nem taslpsmtos que satisfazem as condicdes
do teorema acima (condicbes KKT) sdo solucdes db)2Por outro lado, de acordo com
Conn, Gould e Toint (2000, p. 43), situacbes em eggas condicdes sdo contrariadas sao
raras e atinentes a problemas muito especificasimAgara a construgdo de algoritmos de
interesse geral, as condicdbes KKT podem ser cawrslde satisfatorias para que seja
estabelecida uma solucéo de (2.65). Essa ideia tpie balizou a constru¢éo do algoritmo
apresentado em Li (2013). Esse algoritmo foi, empumeiro momento, o solver para o
problema de otimizacdo empregado no presente lh@bddsse algoritmo, faz-se uma
modificacdo do MGC néo linear para problemas catrigdo da forma:

min f (X) sujeitoe
o (2.73)
x=0,

ondex = 0significa que todas as coordenadas do veteéo positivas ou nulas. Nele, sédo
determinados coeficientes de gradiente conjugadioeedes, semelhantes as mostradas em

(2.61), levando-se em consideracgéo os indicgs gee estdo em seu conjunto ativo e aqueles
gue nao estdo. Ao final, o autor conclui pela cogéecia global do algoritmo, afirmando que
as direcdes construidas sado dire¢des de descids.aMda, ele prova que, s¢ € um ponto
KKT de (2.73) se, e somente se (LI, 2013, p. 3):

" v, =0, (2.74)
que seria uma condi¢cédo de parada do algoritmo ptogelo autor.

2.3.6. Métodos de otimizacdo ndo baseados em gradeou livres de derivadas
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Para alguns casos de funcéesobjefivd “ — [, as derivadas podem ndo estar

disponiveis em alguns pontos ou, mesmo estandordiggs, € dificil calcula-las. Isto ocorre
nos casos de simulacdo, em que os valores dasefséd fornecidos apos certo numero de
sub-rotinas ser executado, podendo incluir a redolude problemas de autovalores ou
métodos de resolucédo de sistemas de equacBesndigese por exemplo(MORE e WILD,
2009, p.172).

A nao possibilidade do céalculo das derivadas gmde residir nos seguintes fatores:

. Dificuldade do resgate da expressdo analitica daafpbjetivo.
Mesmo que essa expressao analitica esteja dishomide ser custoso, do ponto de
vista computacional, o calculo da derivada (NOCERAWRIGHT, 2006, p. 221).

. Métodos de diferenciagcdo automatica funcionam beso e tenha
algum acesso as rotinas que fornecem os valorésngao objetivo. Pode acontecer
que essas rotinas estejam inseridas em um cédigigoando mantido pelo
desenvolvedor. Reescrevé-las de modo a torna-lassiaeis ao calculo de
diferenciacdo automética pode ser um trabalho pirambAlém disso, pode haver uso
de diferentes linguagens computacionais em um mesbdigo ou o cédigo ser
proprietario, o que, eventualmente, também inviebilo uso de diferenciacdo
automatica.

Muitas vezes, o calculo dos valores da funcaooiged custoso do ponto de vista
computacional ou pode conter erros. O primeiro ¢agi@biliza o uso de diferencas finitas
para o célculo das derivadas, pois requerem o loatepetido de valores da funcaoobijetivo.
O segundo caso pode produzir um gradiente com eslde derivadas pouco precisos
(CONN, SCHEINBERG e VICENTE, 2009, p. 2; RIOS e SAIDIS, 2013, p. 1.248).

Em todos esses casos,ndo se recomenda 0 uso adlmsigéaseados em gradiente.

Os algoritmos livres de derivadas sdo aqueles emsaplicados em situacdes nas
quais o0 uso de derivadas da funcdoobjetivo € incgretl ou mesmo impossivel. Esses
algoritmos séo bastante antigos, sendo que os ippsn®ram criados ainda na década de
1960. Um dos pioneiros é o famoso algoritmo de &teldead(NELDER e MEAD, 1965),
baseado em transformacfes geométricas de simplexos.

Ao longo do tempo, o numero de aplicac6es dos iaigos livres de derivadas tem
crescido. Eles tém sido empregados nas mais dsvénrgms, como Medicina, Engenharia,
Quimica, Biologia, entre outras. Além disso, remids matematicos a respeito da
convergéncia dos algoritmos tém conferido mais stédnia estes.

2.3.7. Pontos fracos dos algoritmos ndo baseados gradiente

Quando comparados com os métodos baseados emnggadie metodos livres de
derivada apresentam algumas desvantagens:

Conn, Scheinberg e Vicente (2009, p. 5 e ss.) apogue o0s algoritmos ndo baseados
em gradiente ndo podem ser utilizados em problecpas um numero muito grande de
variaveis. Apesar disso, em implementacdes maentes desse tipo de algoritmo, o nimero
de variaveis ja alcangou o patamar de umas poecdasnas.

Esses mesmos autores nos dizem que a converg@&sciaéiodos livres de derivadas
costuma ser bastante lenta. Isso acontece poren@wscao do algoritmo se baseia no calculo
direto de valores da funcdo em diversos pontos ees@ectiva comparacao. Esses calculos
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podem custar muito do ponto de vista computacianglje leva a convergéncia vagarosa do
algoritmo. A utilizagdo de recursos computaciomaisio a paralelizagédo pode melhorar esse
processo.

Analisando aspectos tedricos da convergéncia dositahos baseados e ndo baseados
em gradiente, Jamieson, Nowak e Recht (2012, §22:6ss.) mostram que os métodos nao
baseados em gradiente apresentam praticamente raantaga de convergéncia que 0s
baseados em gradiente, quando aplicados em fungfiesvalores sdo calculados sem erro.
Isso j& ndo acontece nos casos em que os valofesg#o sdo calculados com erro, hipotese
em gue os métodos livres de derivadas apresentantaxa de convergéncia menor.

Outro aspecto negativo dos algoritmos livres delvddas é que, mesmo para
problemas relativamente simples e bem-postos, podetecer que as solu¢des encontradas
nao sejam muito precisas (CONN, SCHEINBERG e VICENZ009, p. 5).

2.3.8. Alguns tipos de algoritmos que sao livres derivadas
a) Algoritmo de Nelder-Mead

Como visto, o algoritmo de Nelder-Mead € um dossnaeitigos métodos livres de
derivadas conhecidos. Todo o trabalho do algorgimem em torno dos vértices de simplexos.
Portanto, em um espago dimens@osao necessarios-1 pontos que formem um simplexo

nao degenerado para iniciar o algoritmo.

O algoritmo procura pelo vértice em que a funcaetdly f tenha o seu maior valor.
Por meio de transformag¢des geométricas em torreeiiwoide do simplexo, ele substitui esse
vértice por outro em que o valor deesteja melhorado, isto é, o vértice inicial € Stlisto
por outro em que o valor déseja menor: através de uma reflexdo na face opostagrtice
em que a funcaoobjetivo assume seu pior valor gedéransformado em outro no qual ela
assume um valor melhor, garantindo-se que o sirppl@axasformado n&o seja degenerado; se,
em determinada iteracdo, houve melhoria do valdudgéoobjetivo em determinado vértice,
esse valor pode melhorar ainda mais por meio de amgliacdo do simplexo; caso o
algoritmo esteja preso a um vale do grafico dadoobjetivo, o simplexo pode escorrer para
fora dele através de contracdes ao longo da diregésversal ao vale; o simplexo pode ser
contraido em todas as dire¢des ao redor do védicemenor valor pard , caso o algoritmo
tenha de avancar em regides muito estreitas (PRESS 2007, p. 503).

O algoritmo de Nelder-Mead, em seu formato tradigip apresenta convergéncia
lenta e é sujeito a processos de estagnacdo, emaque avanco nos valores obtidos para a
funcdoobjetivo sem que se tenha alcancado um vedaoavel para ela. Varios
aperfeicoamentos ao algoritmo vém sendo apresentadolongo do tempo de forma a
aprimorar sua convergéncia (RIOS e SAHINIDIS, 2q13,.250).

b) Métodos de busca direta

Esse método contém duas etapas basicas. Na primmkamada desearchstepo
algoritmo faz uma exploracdo do espaco de procema:determinada interacdo,faz-se a

procura em um conjunto de pontos de modo a encoatnapontoy tal quef (y) < f(x,),
sendo que o conjunto de pontos € determinado, eah deuristicamente. Caso essa procura
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tenha sido bem-sucedida, o algoritmo prosseguegppraxima iteragao, senalq, = y. Caso
contrario,faz-sex ,, = X, e utiliza-se a segunda etapa.

A segunda etapa do algoritmo, chamadgaléstep tem como fundamento uma base
positiva dal*, digamo$={d, d, ..., d}, comk+l<p<2k. Dado esse conjunto
especifico de direcoes em determinada ordem, aitahgoavalia a funcdoobjetivo em um
conjunto de pontos P da formay=x +a,d, até encontrar um ponto tal

quef (y) < f(x,)—pa,, sendq = p(t) continua e decrescente tal q@ng@zo. Caso

isso ocorra, fica estabelecido qyg = f(x,+a,d.), e as etapas séo repetidas ja na proxima
iteracdo. Caso o ponyo ndo seja encontrado, fica estabelecido xjue %,. (RIOS e
SAHINIDIS, 2013, p. 1.250).

No caso de sucesso dwllstep o tamanho do pasep pode ser mantido ou

aumentado. No caso de insucesso, o tamanho do @assiizido (AUDET e DENNIS JR.,
2003, p.891 e ss.).

Os algoritmos que serdo descritos na proxima ssgdanuito semelhantes aos que
foram descritos no subitem 2.3.4. Contudo, ser&togem destaque aqui porque o algoritmo
escolhido como solver para o problema deste tral&liim algoritmo livre de derivadas e que
pertence a essa classe. O algoritmo escolhiddhabam restricbes em caixas.

c) Métodos baseados em regido de confianca

Nos metodos baseados em regido de confianga, dado iterandok, a
funcéoobjetivof é aproximada por uma forma quadratica em umaaoetgéconfianca que é
uma bola fechadd, centrada e e com raid\,. A forma quadratica € dada por:

ML0%+ V) = FX) 4V, 90X+ Vi B(X)Y, (2.75)

em quey é um vetor del “e B, uma matriz simétric&xk .
Para a determinacdo da forma quadratica (2.75), tiizado o conjunto
Y={Y¥% Y% ..., }}formado por pontos em que os valores flsdo conhecidos. Nesses

pontos, deverdo valer as seguintes igualdades:
m,(y,)=f(y%) paraki<p (2.76)

0 que mostra quer), interpola a fungéoobjetivo nos pontos de Ora, para que a forma
quadratica (2.75) fique bem determinada, o conjudeve ter, pelo menos,

_(k+D)(k+2)
p I
problemas de dimenséao maior. No entanto, no cagpoalidemas com dimensao dessa ordem
de grandeza, os desenvolvedores tém aplicado asgurstratégias para soluciona-lo
(AROUXET, ECHEBEST e PILOTTA, 2011, p. 175 e ss.).

pontos. E claro que esse nimero de pontos podarisenexcessivo para
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+ +
Note que o sistema (2.76) é um sistema K 1)2(k 2) equacodes e idéntico numero

de incognitas. Para que a forma quadratica (2.®f)ef perfeitamente determinada, a
geometria dos pontos dédeve ser tal que as colunas da matriz dos coeleSeato sistema

(2.76) sejam linearmente independentes. Dessa fae{#} ", for uma base para o espaco
das formas quadraticag:

"%(><>=iai¢z(x), coma, O exO0 . (2.77)

i=1

De (2.76) e (2.77), valem as igualdades:
p
Zaiq(yi):f(yi)' (2.78)
i=1

Ora, para que o sistema (2.78) tenha uma Unicg&mlw conjunto de pontosdeve
ser tal que:

aly) ely) .. gy

¢1(:y2) %(:yz) cop(:yz) 40 (2.79)
aly,) a(y,) - @y,

Nesse caso, o conjuntoé ditobem-postdKARAKOSEN, 2007, p.323).

Karakdsen (2007, p. 324 e ss.) destaca alguns gadtoionais a serem considerados:
De modo analogo ao que foi visto em 2.3.4, ap@nseleterminados o conjuntoe a
forma quadratica (2.75), o seguinte problema deveesolvido:

min,, ;g M, (%, + W) (2.80)

Como ocorre em 2.3.4, o passdeve ser tal que haja um decrescimento suficiente

para a fungéoobjetivo. Caso isso ocorra, estaradidefo proximo iterand®, ,, = X, +V, e ele
devera substituir um ponto do conjuWitoPode ocorrer, entdo, gudeixe de ser bem-posto.
No caso presente, o termQ, deve ser tal que mantenha ou melhore a geometria d
conjuntoy .

Outro ponto importante diz respeito a reducdo do da regido de confianca.
Nosubitem 2.3.4, caso exista ypsolucdo de (2.64) e que leve a um decrescimenitesut
def , o raio da regido de confianca deve ser aumen@akn contrario, devera ser diminuido.
No caso presente, apenas a reducéo do raio da@ giéonfianca ndo € garantia de que sera
obtido um decrescimento suficiente fdeA geometria do conjunty é fundamental para isso.

Assim, em determinada iteracdo, ao ser aggjfocomo substituto de um ponto e a
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geometria desse conjunto deve ser trabalhada de enowhnté-lo bem-posto. S6 entdo devera
ser efetivada a reducéo do raio da regiéo de cupia

Um terceiro ponto € o critério de parada. Nos netodaseados em gradiente, é
comum considerar um possivel critério, nos métd@dseados em regido de confianga, que o
gradiente da funcdoobjetivo seja menor @wu®, sendoosuficientemente pequeno. No caso

presente, considerando que a forma quadnmfficseja uma boa aproximagado dena regido
de confianca, o coeficientg = g(x,) de (2.75) pode ser considerado uma aproximagaoopara

gradiente d¢ emx,. Portanto, um critério da parada pode |gekKo,

parad > 0suficientemente pequeno.

Um dos algoritmos utilizados como “solver” do perla de quadrados minimos nao
lineares presente neste trabalho baseia-se eneseg@confianga, sendo livre de derivadas.
Ele € denominado BOBYQABpundedOptimizationbyQuadraticApproximatipnendo sido
programado Fortran 77. Trata-se da extensdo de amiwet” anterior desenvolvido pelo
mesmo autor, que modificou este ultimo para adaptaproblemas com restricdes do tipo
caixa (POWELL, 2006, 2009).

Algumas caracteristicas basicas do BOBYQA sédo auirses (AROUXET,
ECHEBEST e PILLOTA, 2011, p. 175-176; POWELL, 2009)

(&8 O menor valorr entre o raio da regido de confianga e o raio dguotm
de pontos interpoladores € escolhido. Isso € feiéo modo que o0s pontos
interpoladores estejam suficientemente distantéisy @e evitar a influéncia de erros
nos valores da funcaoobjetivo. Portanto, o critéeomudanca do raio da regido de
confiangca em passos consecutivos do algoritmo aeeslema estratégia refinada.

(b) O algoritmo tenta construir modelos quadratico®ppados utilizando
menos dados que os algoritmos tradicionais baseadosregidao de confianga.

k(k+1)
2

Supondo que um modelo quadratioptenha

coeficientes a determinar, esse

namero ficaria muito elevado para problemas coneds#@o alta.

(c) BOBYQA emprega uma adaptacao do meétodo do gméeliconjugado para
regides de confianga, a fim de minimizar a formadyaticam, nessas regioes.

(d) BOBYQA ¢é aplicado a funcdes objetivo do tipolattk box”, isto é,
funcdes cujos valores sdo resultados de uma sobrdiido € exigida a existéncia de
derivadas para funcao objetivo.

2.4. Estimativa de Parametros

A estimativa de parametros é uma técnica bastatiggaaSegundo Farebrother (1997,
p. 456), até meados do século XVIII, os métodosafiste de problemas lineares e
naolineares eram pouco formais e subjetivos. Segesde mesmo autor, Boscovich (1711-
1787) foi o primeiro a apresentar, em 1760, um gutooento mais formal para o problema
consistente na determinacdo dos parametros de etagdo. Estudando um problema
relevante para a época, os parametros deveriamessminados de modo que a soma dos
valores absolutos dos residuos fosse minima. Odumes seriam obtidos pelas diferencas
entre os valores tedricos obtidos a partir da &la;os valores experimentais.
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Para Boscovich, os valores dos residuos encontexdas desproporcionais dentro do
contexto do problema estudado. Por seu turno, tefld@43-1827), estudando o mesmo
problema, propbés, em 1783, uma técnica de estimaly parametros que utilizava a
minimizagdo do méximo valor absoluto dos residitige, esse método € conhecido como
minimax (FAREBROTHER, 1997, p. 457).

Tudo indica que os trabalhos mais antigos e riggrate estimativa de parametros
foram desenvolvidos para o estudo do movimentoepdaio e dos cometas com dados
obtidos a partir de observacdes ao telescopio.shadar esses movimentos, que podem ser
descritos por completo a partir de seis parame@Gasiss (1777-1855) criou o Método dos
Quadrados Minimos, tendo publicado os respectessltados em 1809 (SORENSON, 1970,
p. 63 e ss.).

De acordo com Tarantola (2005), considera-se que,s@ ter um sistema
completamente determinado, é possivel fazer agite\de algumas medidas. Esse processo é
denominado “problema direto”. O problema inversosiste no seguinte: dados os resultados
de algumas medidas, emprega-se alguma metodolagia estabelecer, mesmo que
aproximadamente, 0os parametros que caracterizagsiems. E importante observar que, no
caso geral, os dados a partir dos quais devenesgatados os parametros do sistema que 0s
determinam podem ser de dois tipos: continuos, amsna@lores de uma fung¢édo do tempo, ou
discretos, como dados obtidos de experimentos.eNesbalho, a estimativa de parametros
sera feita a partir de dados discretos.

A estimativa de parametros pode ser uma das faassimportantes e uma das mais
dificeis da modelagem matematica, sendo utilizagando j& existe um conjunto de rela¢des
matematicas candidatas a descrever o fendbmeno sfaesendo modelado. Essas relacdes
podem ser bem complexas, dependendo da multiplieidadas interdependéncias existentes
entre as variaveis do modelo estudado. Os parasnatesentes nas relacdes deverdo ajudar a
descrever grandezas que ajudardo a compreendectaspmportantes do modelo, que
poderdo mesmo estar inacessiveis.

Como visto, um método de estimativa de parametrogpleado quando ja se
conhecem alguns dados referentes as varidveis slemsi. A ideia basica consiste em
determinar parametros que permitam, a partir dasagégs, encontrar valores para as
variaveis do sistema 0s mais proximos possiveisdimses empiricos. Nesse caso, o sistema
esta ajustado aos dados.

As equacgbes que definem o sistema cujos parandsvesao ser inferidos no método
de estimativa de parametros podem ser algébridéexenmtiais ordinarias, diferenciais
parciais ou mesmo equacdes integrais. Para atgmablema da estimativa dos parametros
gue ajustem com mais precisdo o sistema aos dagusi@s, podem ser utilizados diversos
métodos numeéricos encontrados em ampla literaB€a(TTKOWSKY, 2002; BURDEN e
FAIRES, 2009; CHAPRA e CANALE, 2008; STOER e BURIRH, 2010).

Muitas sdo as aplicacdes da estimativa de parasetr® podem ser encontradas nos
mais diversos campos do conhecimento. De acordo @amteresse do pesquisador, 0s
algoritmos utilizados podem ser deterministicotpasticos ou constituidos pela juncdo de
algoritmos de ambos os tipos.

2.5. Estimativa de Parametros e Quadrados Minimos

Para efeito de contextualizacdo e simplicidadeseudsédo travada a seguir se baseia
no tipo de modelo elaborado neste trabalho.
O modelo a ser desenvolvido aqui € um sistema aacées diferenciais da forma:
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x =f(t,x,m), (2.81)

em que =(x(t,m),%x(tm),...,x (tm)) é a varidvel de estadotcom t . <t<t_
representa o tempo @ =(m, m,..., M) é um vetor de parametros associados ao modelo;

por ultimo, X € o vetor cujas componentes sdo as derivadasefe relagdo &, 1<i<ke
fookat Lk é uma funcéo vetorial cujos componentes
sad (t,x,m)=(f,t,xm),f,¢ xm),.. ,f ¢ x m)). O sistema (2.81) sera denominado, daqui
em diante, dsistema fundamental

No caso particular em estudo, o vetor x(t,m) é bidimensional, tendo, portanto,

duas componentes, que sdo a producdo de m@lm)=Pe o capital humano
X, (t,m) = hempregado na producéo. O sistema (2.81) posswoiégso, duas equagdes.
Suponha que sejam conhecidos os valores de proéugdaapital humano em varios
instante$, 1<i<s, que definem os vetores = (X, %,;), comt, <t <t . A ideia do
método de estimativa de par@metros consiste enai@soo vetor de parametras de forma
que se encontre uma solugdo xe x(t,m) de (2.81) tal que a soma| x(t,m)=xi II,>seja
i=1
minima, cont, 1<i<scomo definidos anteriormente. Em outros termosye se deseja
minimizar € a seguinte expressao:

(Z IX(t,m) =i 11,°)? =(i 2 % (. m)=%;; £)°, (2.82)
ou ainda:
i" X(ti ’m)_;(i "22222 | X(‘i ’m)_)A(ji |2’ (2.83)

conforme o vetor de parametraospercorra 0 espaco dos vetores de parametros parsacs
faca sentido a equacéao (2.80).

Desse ponto em diante, sera omitido o vetor denpetrasm, a ndo ser quando sua
explicitacdo facilite o entendimento. Assim, poemwplo, x(t,m)sera escrito simplesmente

comox(t) .
Existem dois casos a considerar:

a)A solucdo do sistema fundamental € uma combinagéarlde funcdes basicas, ou
seja, funcbes que formam uma base para o espasoluges. Nesse caso, a solugcédo de
(2.81) pode ser escrita como:

X(0=2.6 ), (2.84)
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sendoj =1,2. Portanto, pare=t,, com1l<i<s et <t <t ., aigualdade (2.84) pode ser
reescrita da seguinte forma:

X(1)=2.6TM=24ag, (2.85)

em quea, = f (1). Substituindo (2.85) em (2.84):
Yt m % =Y Y 1 a6 - =YY 1A ~% F. (286

i=lj=1 r=1 j=1i=1

senddA,; ai-ésima linha da matrigx| :

a, a, ... &
A= afl afz 6?9 (2.87)
8y 8 - Gy
ec; o vetor coluna:
G
c, = CZ‘ . (2.88)
G

Portanto, a ideia de (2.83) ser minimizada podgeesada como a de ser achada uma
solugdo aproximada para o sistema lineas éguacdes & incognitas:

Ac =X, (2.89)

J
paraj =1,2.

Dessa forma, a minimizacao de (2.83) pode serempirdtada como encontrar-se um
vetor ¢; de forma que o vetofc; esteja 0 mais proximo possivel e
O problema que consiste em minimizar (2.83) podeeuzido ao de se encontrar

uma solucéo para o sistema de equacgdes normais:

A"Ac, =AX, (2.90)
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em queA’ representa a transposta da matiASTER, BORCHERS e THURBER, 2011, p.
298 e ss.).

Se a matrizA for quadrada e invertivel, a solu¢do de (2.90)btam uma solucéo de
(2.88). Contudo, no caso geradlndo precisa ser invertivel, nem mesmo quadrada.

Se A for tal ques> |, ou seja, se o sistema (2.89) tiver um nimeragdages maior
que — ou igual a— 0 nimero de incégnitas, é umteekuconhecido de Algebra Linear que,
nesse caso, a matrix' A é invertivel. Portanto, estara garantida a exiséde uma solucdo
de (2.82) (STRANG, 2006, p. 107-109). De acordo Guahewchuk (1994, p. 41), nesse caso
pode ser utilizado o MGC linear para resolver (2.89

b) A solucdo do sistema fundamental ndo é uma coméinénear de fungcbes que
formam uma base para o espaco de solucbes. Trd@a®Eso mais comum no trabalho com
equacoes diferenciais. Aqui, 0 processo de selaalouminimo de (2.82)caracteriza-se por
ser nao linear, ou seja, ndo pode ser reduzid@laale de solu¢cbes aproximadas de sistemas
lineares.

Para a solucdo de problemas desse tipo, existeiwsvaetodos ja consagrados na
literatura, como os métodos de Gauss-Newton e bedlenberg-Marquardt (NOCEDAL e
WRIGHT, 2006, p. 254-259), que séo casos partieslao método de Newton descrito na
Secdo 2.3.1. H4 também os métodos do Gradienteugaumy ndo lineares, descritos na
mesma secao. No presente trabalho, além de um Mét&Gradiente Conjugado néo linear,
também foi utilizado o algoritmo baseado em regi@oconfianga BOBYQA (ver Secéo
2.3.4).

2.6. A Producao Apicola no Brasil: breve histérice problemas de produtividade

No Brasil pré-colonial, ja havia cultivo de abelmadivas, sem ferrdo, para a obtencao
de mel. Eram os primérdios do que hoje conhecemm® eaneliponicultura.

Segundo Silva (2010), abelhas com ferrdo foranodhizidas no pais pelo padre
jesuita Antbnio José Pinto Carneiro. Ele importswabelhas da cidade do Porto (Portugal),
mediante autorizacdo do Decrefb7?, de 12 de julho de 1839, com o intuito de $&r @
Apiéario Imperial na Vila Formosa, Rio de Janeirgs& seria o inicio da apicultura no pais.

No sul do pais, ainda na década de 1840, imigraesies introduziram abelhas do
tipo Apismellifera Essas abelhas sdo conhecidas como abelhas puetdsmas e foram as
mesmas trazidas pelo padre Antonio José Pinto Cayiadgum tempo antes.

Na década de 1870, foram introduzidas, no sul déaBas abelhas do tipo italiano ou
Apismelliferalingusticd EMBRAPA, 2003).

Paula (2008) relata que ndo ha como negar a imquistados imigrantes para o
desenvolvimento da apicultura no pais. Porém, néssa inicial de sua implantacdo, a
atividade nao tinha finalidade econdémica, sendam@da apenas como umbby

De acordo com Soares (2004), foi em 1956 que acgiturecém-exposta comecgou a
mudar. Nesse ano, as abelhas africanas foram uzidab no Brasil com a finalidade de se
realizarem experimentos de melhoria genéticApfsmelliferascutellata& conhecida por sua
alta produtividade e poder de adaptacdo. Por datto, podem ser muito agressivas e
dispersarem-se facilmente por enxameacédo ou abardiooolmeia, havendo, em ambos os
casos, queda na produtividade. O trabalho de niallyenética daApismelliferascutellata
tinha por objetivo diminuir a agressividade desdaslihas, aproveitando seu alto potencial de
produtividade.
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Segundo o0 mesmo autor, por um manejo equivocadalukelbas africanas mantidas
em confinamento, muitas de suas colmeias foramdalaaas. Ao se espalharem pelas varias
regides do pais, essas abelhas miscigenaram-sascabelhas aqui existentes, dando origem
a abelha poli-hibrida africanizada.

No inicio, pela falta de experiéncia dos apicukomm lidar com as abelhas
africanizadas, houve um quase abandono da atividpi®la no pais. Aconteceram varios
acidentes, com a morte de animais e pessoas. OCtagmsitivo desse processo foi que toda
uma base de conhecimento foi e tem sido geradantativa de melhor compreender o
comportamento dessas abelhas. E importante mencjopanvestimentos tém sido feitos em
pesquisas para que se entenda o comportamentortadeb@utras espécies.

De maneira geral, a apicultura no pais tem sidticada, ao longo dos anos, por
pequenos e médios produtores. Muitos formaram mggms e cooperativas, recebendo
autorizacdo do Ministério da Agricultura, Pecud@iAbastecimento (MAPA) para participar
do mercado de mel fracionado e demais produtosiagioo pais (GOLINSKY, 2009).

Vérias praticas indicam o bom nivel tecnolégicqpdaducdo apicola, as quais servem
como referentes para o nivel de produtividade dédate especifica. A seguir, séo
mencionados dois casos de pesquisa que exempliicaso de tecnologia na apicultura. No
primeiro caso, sdo apontadas algumas razbes pasm ansuficiente das tecnologias e as
consequéncias que esse pouco uso pode trazer.

Golinsky (2009) aponta a lotacdo de colmeias pacustpr como um indicador da
quantidade de colmeias por produtor. Quanto maiodmero de colmeias por regido (e,
portanto, por apicultor), melhor serA o aproveitatmede mé&o de obra, transporte,
beneficiamento e comercializacdo da producdo apitatio isso respeitada a capacidade de
suporte do pasto apicola. Assim, uma alta lotagda@almeias em determinada regido é
indicador de um bom gerenciamento da producao @glmsiltores. Nesse caso, ha uma boa
aplicacdo de tecnologia de gerenciamento de produgdogistica. No caso do estado do Rio
de Janeiro, 0 autor reporta baixa lotagdo de cabnei

Referendando o que ja foi dito, 0 mesmo autor andjge propolis € um subproduto
das atividades das abelhas nas colmeias que regud@ecimento e tecnologia em seu
processamento. A producédo de propolis ndo foi eptada na maioria dos municipios que
foram objeto do estudo. H& também baixa producdgedieia real e cera. Esses produtos
também requerem maior conhecimento e tecnologiaeenprocessamento. Segundo o autor,
a baixa producéo reflete o baixo nivel tecnolégica pouca instru¢cdo dos produtores. Isso
refletiria na dificuldade de acesso a crédito est&zcia técnica.

Alguns insumos, como cera alveolada e alimentotejoas, podem servir para manter
a produtividade dos apiarios, em periodos de ofsstassa, na natureza, de forragem para
asabelhas. A pesquisa do autor mostrou pouco imp@ast custos de producéo desse tipo de
insumo. A quase auséncia da utilizacdo dessa taginoteflete na baixa produtividade dos
apiarios nos periodos de pouca florada e na peréaxhmes.

A pesquisa levou o autor a concluir que o niveasiEisténcia técnica recebida pelos
produtores é muito baixo. Segundo ele, esse édiwador importante do nivel tecnoldgico
dos pequenos produtores. Tal situacdo apontaria Ipaixa produtividade na atividade e
pouca diversificacdo na producdo, haja vista qupraducdo de mel foi praticamente
exclusiva na maior parte dos municipios estudados.
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Khan, Matos e Lima (2009), ao fazerem uma analisdesempenho da apicultura no
estado do Cearfambém tracam o perfil tecnoldgico de produtoregueke estado. Vale
lembrar que a pesquisa foi realizada nos municiaosiderados maiores produtores de mel.

Os autores mostraram maior presenca, entre ostpredudas tecnologias ligadas a
colheita do produto. Algumas dessas tecnologiasist@am em: uso de fumaca na melgueira
durante a colheita; uso de garfo desorpeculad@téscia de casa do mel, entre outras.

A pesquisa detectou que a maioria dos apicultoessjipsados ndo faz uso de
tecnologias de manejo, quais sejam: substituicdabe¢has-rainhas; divisdo dos enxarfles;
construcdo de espacos para ventilacao das coleteias

Nos municipios pesquisados, hd também um baixa@dndée aplicacdo do que os
autores chamam de tecnologias pds-colheita. Nesse tdo ha cuidado com a estocagem do
mel, que € armazenado em locais com niveis de ealonidade ndo recomendados. Além
disso, na maioria dos casos, o mel é fracionadouatarente, o que revela uma pequena
producao para a maioria dos apicultores.

A pesquisa aponta ainda o baixo nivel no uso daskegias de gestdo,como, por
exemplo, uso precério de informatica; ausénciaattegpia com instituicdes de pesquisa; ndo
contratacdo de servicos de marketing e falta deaimmeento dos empregados.

Outros pontos de estrangulamento importantes parproducdo apicola, que
certamente tém reflexo no uso insuficiente de sett&nologias, foram: baixo nivel de
assisténcia técnica; baixo nivel de escolaridadeagicultores; baixo nivel de capital social
na formacdo do empreendimento e dificuldade desaaesredito.

2.7. A Producao de Mel no Estado do Rio de Janeir@ontexto e Situacao Atual

O mercado mundial de mel é bastante competitivoyoleando quantidades e
montantes bem significativos (ver Figura 6).

Maiores Produtores Mundiais de Mel - 2013

500  466,3 450,3

400
300
200
100 94,694 80 73,713 68,446 67,812
: B B B B =

China China Turquia Argentina Ucrania Rissia  Estados
Continental Unidos

Fonte: FAOSTAT.

Mil Toneladas

Figura 6. Sete maiores produtores de mel.

° O Cear4 esta entre os oito maiores produtoresetidarBrasil (IBGE, 2014).
19 A divisdo de enxames é uma técnica que deve seregada quando o produtor percebe que uma colrsigia e
muito populosa (EMBRAPA, 2003).
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Nesse ano, o Brasil ficou situado em décimo seguuglar, com uma producéo da
ordem de 35 mil toneladas.

A Tabela 1 da uma ideia do volume exportado da coditypelos seis exportadores.
Nela, também estado incluidos os montantes envayvids paises estdo ordenados pelo valor
das exportacdes de cada pais no ano de 2011.

Tabela 1.Seis maiores exportadores ordenados pelo valagastacoes.

Pais Volume Exportado (Toneladas) Valor (Mil Dolares)
Argentina 72.356 223.448
China 101.463 205.511
China Continental 99.988 201.375
Alemanha 18.496 114.152
México 26.888 90.359
Espanha 18.771 80.280
india 28.940 76.377

Fonte: FAOSTAT.

E interessante notar nessa tabela que a Argergtaasituada em primeiro lugar em
termos do montante auferido em exportacbes, emtora,relacdo a China, o volume
exportado tenha sido menor. Tudo indica que essacsio resulta das exigéncias feitas pelo
mercado com relacdo a qualidade do mel. Em valporéxdo, o Brasil ficaria situado, em
2011, em sétimo lugar, logo ap6s a india.

Numeros mais atualizados, divulgados pela AssogiBcasileira dos Exportadores de
Mel (Abemel), apontam que as exportacdes brasileleamel foram bastante significativas
em 2014, na ordem de aproximadamente 25.317 t@awladrrespondentes a um montante
estimado em cerca de US$ 98 milhfes. Esse valoesgmndeu a um aumento de 82% em
comparacao a 2013.Ainda segundo a Abemel, essentmrsignificativo das exportacdes
desse produto no pais deveu-se ndo s6 ao cambi@¥al, como também a qualidade do mel
produzido (ABEMEL, 2015).

No pais, a maior regido produtora é a regido Suh gma producdo média, entre 2000
e 2013, de aproximadamente 15.385 toneladas. Enndege terceiro lugares, estdo as
regibes Nordeste e Sudeste,nessa ordem, com umacpoomédia, no mesmo periodo, de
10.046 e 5.714 toneladas, respectivamente (IBGE;)20

Tomando ainda como base a produ¢do média de 20003a 0 maior estado produtor
do pais € o Rio Grande do Sul, seguido de Paraméa £atarina e Piaui. O estado do Rio de
Janeiro aparece somente em décimo quarto lugar,appoximadamente360 toneladas. Na
regido Sudeste, esse estado fica em quarto IWBGE(12015).

Algumas poucas variaveis servem para esclarecedasta posicdo do Rio de Janeiro
na producao nacional de mel.

Em primeiro lugar, a economia do Rio de Janeira @stdamentalmente baseada no
setor de servicos, que respondeu em 2012, por%/d83PI1B estadual. Nesse setor,é possivel
destacar as atividades de seguridade social, €itugagblica e saude, responsaveis por
17,93% desse total. O segundo setor com maiorme$dB do estado, no mesmo ano, foi o
industrial, com uma fatia de 32,19% do PIB, tendoimdustria de extracdo de petroleo e
outros minerais sua principal fonte de receita.e@rsagropecuario respondeu por apenas
0,43% do PIB estadual (CEPERJ, 2014).
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A producdo agropecuaria estadual esta centradaodagiio animal, que ocupa uma
area de aproximadamente 1.545.000 hectares. Ogosulte maracuja, feijao, arroz e milho
ocupam uma area de, aproximadamente, 337.000 éectfaapicultura, apesar de todo o seu
potencial de renda para o pequeno e médio prodeitde, ser um instrumento de fixacdo do
homem nas areas rurais, ainda é pouco desenvaividatado (TASSINARI, LORENZON e
PEIXOTO, 2013, p. 554).

Segundo Golinski (2009, p. 20), em 2004 o govemestado do Rio de Janeiro criou
a Camara Setorial de Apicultura. Formada por v&igsos ligados ao setor, suas atribuicfes
estariam ligadas a procura de solucdes de dédicdémicos do setor apicola do estado, como
baixa produtividade, dificuldade de comercializadagroducéo e falta de profissionalizacao
dos produtores.

Segundo estudos recentes, a situacdo do setolaapiwa@stado pouco tem mudado
desde a criacdo dessa Camara. De acordocom leenttafeito por Lorenzonet.g012), a
maioria dos apicultores do estado é consideradaode pequeno ou muito pequeno, com
menos de cinquenta colmeias. A maioria dos prodstaxerce essa atividade ha pouco
tempo, tendo a pesquisa sugerido que se registraalice de evasdo na atividade. Um
importante indicador € que 92% dos produtores témap&ultura como atividade
complementar.

A produtividade do setor tem continuado baixa. Aama dos apicultores esta abaixo
da média do estado na producdo por colmeia, assimo cma produc¢do por apicultor. De
acordo com o levantamento ja apontado, 48% dos aipims pesquisados tém uma
produtividade de 10kg de mel/colmeia/ano, bem abdamédia nacional, que é de 15 kg de
mel/colmeia/ano. Segundo o estudo, esses indica@mentam para a alta porcentagem de
diletantes entre os apicultores, desvinculadosrd@od de classe e com pouco ou nenhum
suporte tecnolégico (LORENZON et al., 2012, p. 87).
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3. MATERIAIS E METODOS

Neste trabalho, o processo de determinacdo dosmetads € iniciado pelo
estabelecimento dos valores iniciais para a pradec® capital humano. No caso, esses
valores foram escolhidos de modo que coincidissam @s valores dessas variaveis no valor
det inicial. Também séo fixados valores iniciais pawenponentes do vetor de parametnos
Foi utilizado um método de Runge-Kutta de quartker para resolver um problema de valor
inicial do tipo:

x=(f,(t,x,m), f,t.x,m))

(3.1)
X(t,) =X,
e outro, derivado do primeiro:
. _1 ag
X :(( K) f(t,x,m), fz(t,x,m)) o2

X(ty) =X,

onde, de maneira inteiramente andloga ao que ficaefinido em
(2.4.1) x(t,m) = (x (t,m), x,(t,m)) é o vetor cuja primeira componente é a producémelee

a segunda componente € o capital humano,sandwetor de parametros a ser determinado e
tst<t_.. . f(t,x,m) e f,(t,x,m)séo funcdes vetoriais dependentes de e m.

Sejaxi = (%, %), tu.st<st ., 1<i<s vetores com valores ja conhecidos da
producao de mel e do capital humano. No caso tdensis(3.2), s&ml—@(n >0, sera posto
o=2.Seforx,,,—x, <0, sera usado o valar =1. A constante K é sempre positiva.

Comox; = (X %) thn 1<i<sséo vetores com valores ja conhecidos da
producao de mel e do capital humano, espera-sagjselucdes de (3.1) e (3.2) satisfaca a:

<t <t

max?

. S _ A, 2
min Z; I X, m) = Xill3, (3.3)

pard,, <t <t_ ., sendo M o conjunto dos vetores de parametrgs. Isso é feito

S ~
verificando-se se a sor@ux(ti,m)—xi I> € menor que uma margem de erro
i=1
preestabelecida.
Caso essa diferenca seja menor que a margem decamsiderada, o vetor de
parametrosm fixado determina os parametros procurados. Aquidigs possibilidades a
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considerar: quando, em um primeiro momento, foiicagb o Método do Gradiente
Conjugado nao linear, se ndo ocorreude a diferssegamenor que a margem de erro

considerada, o vetor de parametros fixado seralar waicial m, de um processo de

minimizacado, que consiste em encontrar um vetg@agd&metrosn que minimize (3.3).

Nesse processo de minimizagdo, foi empregada ureg&ia do Método do Gradiente
Conjugado néao linear aplicado a problemas de o#igdia com restricbes ndo negativas (LI,
2013).

Em um segundo momento, como “solver” para (3.3Jn ao percorrendo todo o
espaco de vetores possiveis de parametros, faiadil o programa BOBYQA (ver Secédo
2.3.4).

Portanto, neste trabalho, ap6s ser aplicado unfsidgers”, seja 0 MGC néo linear
ou 0 BOBYQA, a (3.3), um novo conjunto de paranmsetoencontrado para (3.1) ou (3.2),
conforme o caso.

Os diagramas das Figuras 7 e 8 ilustram todo cepsac

Modelo com parﬁmetrns- | Problema de Valor
| a serem determinados | iretras | Inicial
mseridos " TomgeKuts
| Solucées aproximadas
Novo conjunto do modelo
de parimetros ,\R
1 ‘__..--""'I-P?;l_rﬁ.lnetws m.ul.muzamk

r : “_ asemadesresiduos -~
MGC nao linear aplicado A “‘H qlmﬂ.l'ﬁﬁ.cos?lj____,-"'

AQ
como solver do problema

de otimizaciio w

|

Figura 7.Fluxograma do algoritmo desenvolvido com o MGCL haear.

-
o -~

Modelos com parimetros
a serem determinados

4 Parimetros inseridos

Problema de Valor Inicial

. BOBYQA
h 4

Pardimetros que minimizam a
soma dos residuos quadraticos

Saida

Figura 8.Fluxograma do algoritmo desenvolvido com o BOBYQA.
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Todo esse procedimento foi codificado na linguagemtran 95. Como Ambientes de
Desenvolvimento Iterativos, foram utilizados (IDB),Visual Studio™ 2010, quando em
ambiente Windows, e o Codeblocks versdao 3.12, quam ambiente GNU Linux. Os
compiladores empregados foram o Intel Visual Fori@mposer XE™ 2011, quando no
Windows, e o GNU Fortran versao 4.9.1, quando monLi

3.1. Construgéo do Modelo Matematico

O modelo que sera proposto a seguir tem os mesnmegsupostos do Modelo de
Lucas, apresentado na Secao 2.1.3. As equacOesrdedelo serdo escritas novamente aqui
para facilitar a consulta:

N(t)() + K(1) = AK(®)TW( ) HDT™ K (D, (3.4)
h(t) = B(L- u() (), (3.5)

sendK o capital fisico,N é a forga de trabalhay € o capital humano total disponivel,é a
forca de trabalho aplicada na produgdo. Mais aiodegpresenta o consuma, é o capital
humanoper-capita A € o indice de tecnologia aplicado a produgéd e o indice de
tecnologia aplicado a producéo de capital humamwe. (timo,h,” representa os efeitos

externos do capital humano.

As equacbes (3.4) e (3.5) foram escolhidas come h@wa o trabalho aqui
desenvolvido pelas seguintes razfes: consegueredesa evolugdo de economias ao longo
do tempo e, com algumas simplificacdes, é possivegar a uma equacao que tenha como
variavel a producdo. Outra razdo para a adoca@slesgiacoes foi considerar a importancia
do capital humano para a evolugdo econémica. Gainggapesar do modelo de Lucas ser tido
como funcéo precipua a descricdo de uma econonsamnimo macroeconémico, ele é micro-
referenciado. Isso significa que ele também ¢é (ddra descrever fendmenos
microecondmicos, como no caso deste estudo.

O modelo empregado no presente trabalho tem cooaocaf@roducéo de mel, portanto
a parcela mais a esquerda no primeiro membro dmepd equacdo de(3.4)sera
desconsiderada, pois esta relacionada ao consutém disso, o fatorh,(t)yno segundo

membro da mesma equacéao refere-se ao efeito daldaypmano sobre a economia como um
todo. Como o foco deste trabalho é estudar a pémdde mel em nivel microeconémico, esse
fator serd desprezado. Para tanto, basta faze(3el)) y=0, substituicdo que produzira

h, ()" =1.
Assim, reescrevendo-se a equacgdo (3.4) ja semromgeN (t)c(t)e h (1), ela
assume a seguinte forma:

K = AK“[UH]*, (3.6)

em que a variavet foi omitida por questdo de simplicidade. Aliasqdiaem diante, essa
variavel sera omitida com frequéncia.
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Por outro lado, como a apicultura € uma atividade intensiva de maodeobra, pode-

se considerar qué =0,0u seja, a variagdo da méao de obra é desprenil@hgo do tempo.

ComoH =hN, a variavelh pode ser explicitada comp= % Portanto, ao substituir

hem(3.5), obtém-se a seguinte igualdade:

TR
(WJ_BG U)N (3.7)

Em que a fracdo como um todo,dentro dos paréntestéssendo derivada.

Como a mao de obrAl empregada na producédo é constante, a equacag@8lg )ser
reescrita da seguinte forma:

H _gr oM
N_B(l u)N. (3.8)

Ao cancelaN em ambos os membros de (3.8), obtém-se a segquae&o:

H = B(1-u)H. (3.9)
A partir das equacdes (3.6) e (3.9)é sera deduridodelo utilizado.

Seja P = P(t) a producéo no instante De acordo com Varian (2012, p. 355 e ss.), o
segundo membro de(3.6) é a funcédo de producéo Hb-Douglad(t) = AK?(uH)", que
pode ser reescrita da seguinte forma:

P = AKut? HY, (3.10)
Portanto, expressando o valor dem (3.10):
ER S
K=PaAaua Ha (3.11)
Ao derivar os dois membros de(3.11), segue que:

1 1 a1 a-1 a-1  a-1 1 1a-1 a-

. A1 a1l el A1 e _1 1la- 1
K=AT(P)u® He + AP (ue) HY + A P 0 ( H"),  (3.12)
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em que foi utilizado o fato, mencionado anteriortagde que o indice de tecnologha é
constante.

Ao desenvolver as derivadas do segundo membro .d2)(3obtém-se a seguinte
igualdade:

. 1,. 1 a1l al - 1 _1-1. a1 - 1 _1e-1 -1,
K=1palpAcys He +(—a 1)@ Ty M e +(a lj PA U H H313)

Por outro lado, ao substitu%robtido em(3.13) no primeiro membro de (3.6), fica
estabelecida a seguinte igualdade:

1, 1 a1 a-1 1 1-1, a-1 4\ 1 _1a-1 -1,
1 (a 1JP’ @\ LH”+(0 ljF’A’u’ M H =P, (3.14)

—pa PAaua He +
a a

em que o segundo membro de (3.6) é a funcao degiodle Cobb-Dougld3.

1 1 Ya a

Se os dois membros (3.14) forem multlpllcadosanr aAcu e H e , serd obtido:

1 1 *a ta 1 1 a-1 a-1 . -1 a-
aP aATUT Ha [lpa PATUTH 7 + (” 1JFMA 4 He H+(” 1)P"A”u” LH”j
a a a

ERE "
—gP aA"uT H 7 P
(3.15)

Ora, aplicando a propriedade distributiva da mlitigdo em relacdo a soma, (3.15)
assume a seguinte forma:

pl Lre ralq 1, _1a-1 a1 p 1 1da amfoo g\ 1 1a-1 -1,
aP “Aua Heo (—P" PAeus He |+agP 2« A uw H¢ [(—j P A U H }}
L L ra o ra (oo g\ 1 _1-1. a-t 121 o 1g
+aP “A7U? H ¢ [[—jPGAauﬂ uH @ J:aA"P “ (uH)a .
No segundo membro de (3.16), os termostera H foram agrupados sob 0 mesmo
expoente e os termos ePforam multiplicados.

Efetuando as multiplicacdes dos termos semelhateg3.16), jA desprezando os
termos resultantes com expoentes nulos, fica detatie a equagao seguinte:
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20-1 1 ta

P+ (a'—l)P%+ @-)PY=aPe m(UH) 7. (3.17)
u
ConsiderandoH, o capital humano utilizado na produgdo de mel,came a

H
porcentagem do capital humano utilizada na produgile queu :W" . Se 0s dois membros

dessa igualdade forem derivados, segue que:

—

- (H,Y_H H-H_H
us| —*2|=————F—, (3.18)
H H
Portanto, segue de (3.18):
- H.H HH H. H_¥
u=—Fto———F SRALIRAL LAY (3.19)
H H H HH

Como a apicultura é desenvolvida ainda com dif@dédno pais e basicamente por
pequenos e médios apicultores, o capital humarocagpl & producdo pode ser considerado

- H
constante, o que significa gHe, pode ser tido como nulo. Comec?p, a igualdade (3.19)

pode ser escrita da seguinte forma:

. H
u= ——pﬂ, (3.20)
H H
ou seja:
H u
— = 3.21
Tl (3.21)
Levando (3.21) em (3.17):
. u u 201 1 ta
P-(a-)P—+(@-)P—=aP < A(uH)“, (3.22)
u u
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de onde se deduz que:

1 I-a 2o-1
a

P=aA‘(uH) @ P , (3.23)

ou seja, a equacgdo que relaciona producdo e chpitedno que sera adotada. A equagao que
representa a variacao do capital humano é a mesitg9j.

Escrevendo (3.23) e (3.9) em um mesmo sistema:

. 1 a 2a-1
P=c.rA (uH)« P . (3.24)
H = B(1-u)H

Esse serd um dos modelos a serem trabalhados.

Para que se leve em consideracédo, em (3.24), @ilidssle de a producao P ser
decrescente em certo intervalo de tempo, ser&dinida aproducdo meédiano instantet. A

producdo medik, ,no instanté é definida como:

P = (1 2L, (3.25)

op

Em que N,,é o numero de medio de trabalhadores na producémstamtet, sendo
o par se a producao for crescente no instanteo impar se a producdo for decrescente em
dado instante.

E razoavel supor que, ao se considerakeenH constantes, quanto maior f&., em
certo intervalo, maior sera a taxa de crescimeat@rdducéo. Ao contrario, se a producao

média for decrescente em certo intervalo de tersgago, portanto, negativa nesse intervalo,
maior serd a taxa de decrescimento da producadps@ortanto, negativa. Portanto, ao

introduzir o fatoP, ., no segundo membro da equacgéo de producgéo de,(8.84)ro modelo
matematico a ser trabalhado assume a seguinte:forma

1 ra we
I'Dza(—l)” A7 (uUH)* P
N,,
H = B(l- u)H

(3.26)
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3.2. Validagao dos Modelos

Daqui em diante, o modelo representado pelas egsa24) serd denominado
Modelo A. Somente para facilitar a consulta as eges, 0 modelo sera reescrito aqui:

1 I-a 20-1

Modelo A: P=a A7(uH) 7 P ° .
H = B1-u)H

E importante observar que essas equacbes aprespatametros e variaveis todos
positivos. Assim, esse modelo devera modelar beprasessos produtivos com producdes
crescentes ao longo do tempo, com retornos deatesc&é medida que o tempo for passando.
Isto estaria bem de acordo com a teoria apregogldagoria econdmica mais ortodoxa.

As equacdes (3.26) serdo denominadas, daqui erre diesnModelo B:

1 ra w1
Modelo B: p= aC) AT UH) 7 P 7
: N,
H = B(L-u)H

Como visto anteriormente, devido ao fatgl\t)JITP, a producaoP = P(t) pode ser

crescente ou decrescente, conforme a deri¥adaja positiva ou negativa.
A validagao dos modelos teve duas etapas:

Na primeira,fez-seoajustedo Modelo B para dadosilsiios, de forma a que fossem
obtidos dados sobre capital humano para os onzeadrwwdados neste estudo. Essa estratégia
foi utilizada pela dificuldade de se obter dadasspeito dos apicultores por um periodo tao
grande. A proposito, a dificuldade de avaliacdo aapital humano € reconhecida na
literaturana medida em que, em geral, ocorrem pro&$ de coleta, acesso e qualidade dos
dados obtidos. Além do mais, ha dificuldade nobedeimento deroxies eficientes que
permitam estabelecer uma conexdo entre as variqueisonstituem o capital humano e as
informacdes disponiveis (ARRAES, MARIANO e BARR@B0S, p. 1).

Os dados simulados foramobtidosatravésde conjulgatados de producgdo e capital
humanagedankenque simularam a producdo de mel em intervaldslognos, assim como o
capital humano dos trabalhadores. Esses dados fpeesxdos no Matlab™, sendo utilizadas
apenas funcbes basicas do ambiente, como, por é&xempuncédorand, a qual gera um
namero uniformemente distribuido no intervol]. O programa aplicou valores aleatorios

para os parametras, A, B, u e paraN,, e gerou, sem ruido, os valores correspondentes

da producéo e do capital humano através do ModeloBaso, foram gerados 73 conjuntos
de dados simulados. E importante observar queeovadb maximo de 1lanos foi escolhido,
aprincipio, pela estabilidade apresentada pelorigigp do Gradiente Conjugado néo
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linearnessa margem de anos. Preferiu-se, entdaemammesma margem de anos para o
BOBYQA.
O algoritmo correspondente ao Modelo Bfoi aplicads diversos conjuntos de dados

gedanken e feita a recuperagdo dos cinco paranetras B, u e N, . A essas

p
recuperacdes nao foram adicionados ruidos.

Dentre os 73 conjuntos de dados simulados em queplé®u a recuperacdo dos
parametros, foi escolhido o conjunto que fornecelhor recuperacdo do parametro A, que
representa o indice de tecnologia aplicada a pémduEssa escolha foi feita devido ao
interesse desse parametro para o presente trabhode ndo ter se mostrado um parametro
de facil recuperacéb Os valores dessesconjuntos, correspondenteg#al tmmano, foram
utilizados na validacdo dos modelos A e B, quar@waetificacdo de seu ajuste aos dados
reais de producéo.

A segunda etapa utilizou dados de producdo de I8cipios do estado do Rio de
Janeiro. Esses municipios foram selecionados deaf@ terem uma producédo proxima a
producdo média de cada uma das microrregides daagtéionde estdo inseridos (IBGE,
1990).

Os dados de produgéo foram obtidos do banco desdataRA do IBGE (IBGE,
2014). Foram considerados 11 anos de producdo dedeneada um dos municipios
selecionados no periodo de 2001 a 2011.

As microrregibes trabalhadas, situadas nas respsatiesorregiéese os municipios
escolhidos estédo presentes na Tabela 2.

Tabela 2Mesorregides e microrregides, com 0s municipicscgmhados.

Mesorregido Microrregido Municipio
Rio de Janeiro Rio de Janeiro
_ _ Itaguai Itaguai
Metropo‘y;?]r:?rgo Rio de Serrana S&o José do Vale do Rio Preto
Vassouras Miguel Pereira
Macacu-Caceribu Rio Bonito
Noroeste Fluminense ItapAer.una ) varre-Sal
Santo Antbnio de Padua Itaocara
Norte Fluminense Campo dos G,oytacazes Campo dos,Goytacazes
Macae Macae
Nova Fribugo Nova Fribugo
CentroFluminense Santa Maria Madalena Santa Maria Madalena
Cantagalo-Cordeiro Carmo

Continua...

1 A dificuldade de recuperagéo do parametro A sugarnbém que o critério adotado poderia possibtites
recuperacdes de alguns dos demais parametros,qdargjustes feitos utilizando-se dados reais.

12 Microrregido geogréfica & um conjunto de municipiontiguos e contidos na mesma unidade da federaca
definidos com base em caracteristicas do quadtoatata organizacdo da producao e de sua integ(tR&,
1990).

13 Mesorregisio geografica é um conjunto de microdegjicontiguas e contidas na mesma unidade da ¢&dera
definidas com base no quadro natural, no processal® na rede de comunicacdes e lugares (IBGH))19
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Continuacao daabela 2.

Mesorregido Microrregido Municipio
CentroFluminense Trés Rios Paraiba do Sul
Baixadas Dos Lagos Séao Pedro da Aldeia
Bacia de Sao Joao Casimiru de Abreu
Vale do Paraiba Fluminense Pirai
Sul Fluminense Barra do Pirai Barra do Pirai
Baia da Ilha Grande Angra dos Reis
Fonte: IBGE.

Conforme ja mencionado, para o ajuste dos modelessas municipios, foram
considerados os valores do capital humano pertegxao conjunto de dados gedanken que
tiveram melhor recuperacao do parametroA,corresgaaedao indice de tecnologia. No caso,
foi considerado que todos 0os municipios apresentammédia, esses mesmos valores de
capital humano ao longo do tempo.

Ao se verificar se determinado modelo teve um bpst@ aos dados de producéo de
certo municipio, sdo dados como entrada no softdesenvolvido conjuntos de 22 dados: 0s
11 primeiros dados correspondem a producgdo de @011 dos municipios. Os 11 ultimos
correspondem aos dados gedanken do capital hureaémimencionado (ver Figura 9). Sao
considerados com bom ajuste todos os pontos geg@osmodelo que estiverem a uma
margem de erro relativo de 30% dos pontos corregraas de producdo do municipio.

Em todos os municipios, houve aplicacdo de um tpstemediu a porcentagem de
intervalos em que houve aumento de producao nasamsecutivos. Esse teste foi elaborado
para tentar verificar, de antemao, se o Modelo rAdceria um bom ajuste para os dados de
certo municipio. A elaboracdo desse teste deveuesdrutura desse modelo, que o mantém
nao decrescente ao longo do tempo.

Dados de Producio

Dados Gedanken
de Capital Humano
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Figura 9. Exemplo de conjunto de dados de entrada parawasefdesenvolvido.

4. RESULTADOS E DISCUSSAO
4.1. Resultados Preliminares

Com o intuito de testar algoritmos disponiveis,dplicado inicialmente o Método do
Gradiente Conjugado Linear. Para tanto, tentou-agiste de polindmios de diversos graus
aos de 15 anos de producéo de mel no municipi@uiégdlis, no Rio de Janeiro.

Se n é o grau do polindmio a ser ajustado, devera seordrada uma solucao
aproximada para um sistema linear do tipo:

ATAx =A"b, 4.1)

7

em que Aé uma matriz de Gramm+1)x15, X é 0 vetor cujas componentes Sao 0s

coeficientes do polinémio b é o vetor formado pelos valores da producao dedo@inte os
15 anos estudados.

De maneira geral,observou-se que, quanto maiorfseeisao exigida, melhor sera o
ajuste obtido. No entanto, no caso de polinbmiog@dels menores, foram obtidos bons
ajustes nos primeiros anos de producdo, como aldstma Figura 10, para o caso de
polindbmios de grau 6.

Produgao de Petropolis (1973-1987)

Dados Iniciais

+ == == Precisio de 10°(-2)

Produgio

! == e e Precisao de 107 (-6)

| sesssa Precisiio de 10™(-10)

-
——t T o o w= ™. _._._._._.C

1 2 3 4 s5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 10. Ajuste de polimdnios de grau 6 para varias margersrro.
4.2. O Algoritmo do Gradiente Conjugado néo Linear

Uma modalidade do Método do Gradiente Conjugaddinaar também foi utilizada
como “solver” para o caso da producdo do munici@@oPetrépolis. Esse algoritmo é de
autoria de Li (2013) e foi comentado ao final dg&8e2.3.3.

Os resultados obtidos com esse algoritmo néo feedisfatorios: o algoritmo parecia
perder as propriedades de rapidez de convergéoparacteristicas do caso linear. Por
isso,tentou-se a implementacdo de reinicializa¢festarty periodicas. As reinicializacdes
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periodicas tentam manter os gradientes consecutitogonais. No caso da implementacao
em tela, o algoritmo era submetido a uma reinkagio sempre que (NOCEDAL e
WRIGHT, 2006, p. 125):
n Tn
Mm,z, (4.2)
" il

2

ou seja, a reinicializacdo acontecia sempre que gi@dientes consecutivos deixavam, em
uma boa medida, de ser ortogonais. A reinicialiaagisistiu em fazer com que a direcéo de

procura no k-ésimo passd' ef, passassem a ser vetores opostos.

Mesmo com o acréscimoda condicao (4.2), ndo fasipekfazer com que a condicdo
de parada do algoritmBrro! Fonte de referéncia ndo encontrada.ocorresse. No caso,
pretendia-se qui@sse:

by

" f.Tv, <0, (4.3)

em qued=10"°ou menos &, é a direcdo conjugada do passo
No caso, apesar de o algoritmo empregado permititrale dos parametros chave do
mesmo, 0 maximo que se conseguiu impordei0,015. Para as margens pretendidas, o

algoritmo apresentou erros daderflow™ Esses erros aconteciam na procura de um nimero
a , de forma que, se em determinado passo séo cdoBegie v,, X +aV, satisfizesse as

condi¢cde<rro! Fonte de referéncia ndo encontradade decrescimento suficiente de Os
erros deunderflow ocorreram mesmo havendo a garantia de guera uma direcdo de

descida (LI, 2013, p. 3)

O algoritmo do Método do Gradiente Conjugado ndedi sempre apresentou
instabilidade, exibindo erros tanto daderflow quanto deoverflow™ Em muitos casos de
mudanca dos parametros internos do algoritmo, edeaee o limite do numero de iteracdes
para que ele terminasse.

No processo de investigacdo das razbes dos suzedsacassos do algoritmo até
entdo empregado, aventou-se a possibilidade deg@duobjetivo definida em (2.92) néo
possuir derivadas (veja (4.4)):

Ao olhar o problema a ser resolvido com um poucésmda cuidado, as possiveis
oscilagbes bruscas nos valores de producdo sugeqtee, caso essa derivada existisse,
poderia apresentar descontinuidades. Além dissmoca funcdo a ser minimizada era
definida por uma série de sub-rotinas, sé ficowrgafda a ideia da inexisténcia de suas
derivadas. Houve mesmo um esforco de se tentapeemuuma expressao analitica da
fungéof , esforgco que se revelou infrutifero.

Pelas razdes recém-apontadas, optou-se por abandoalgoritmo do Gradiente
Conjugado néo linear. O algoritmo que o substitoilBOBYQA, foi escolhido pelos bons
resultados fornecidos e apontados na literatur@le fato de o problema apresentar, no
méaximo, cinco variaveis (RIOS e SAHINIDIS, 2013).

4 Erros deunderflow ocorrem quando os expoentes dos nimeros presemtafjoritmo sdo menores que o
menor expoente permitido no sistema de represemtigg@inimeros em ponto flutuante.

!5 Os erros deverflow ocorrem quando os expoentes dos ndmeros presemtagoritmo sdo maiores que o
maior dos expoentes permitidos no sistema de repi@sio dos nimeros em ponto flutuante.
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4.3. Resultados Obtidos com o Software BOBYQA

Somente para facilitar a referéncia, os resultadsesguir foram obtidos a partir da
obtencéo de solucbes aproximadas para o0 seguotilepra de minimizacao:

S N
min ;"X(ti’m) Xi I3, (4.4)

Em quex & um vetor solucéo de (2.113) ou (2.115). Os valdesses vetores solucao
séo calculados em 11 anos de producdo de melsespeelos pelos pontds O vetorm € o

vetor cujas componentes sao os parametfos, B, u e N, , como definidos em (3.1.1),

sendo M o0 espaco desses vetores. No caso presente, osepasrforam definidos nos
seguintes intervalos:

O<a<l1

2<A<10

0<B<1 (4.5)
O<ux<1l
O0<N, <10

Na aplicacao do algoritmo, os valores iniciais gagametros foram escolhidos como
sendo os pontos médios dos intervalos de (4.5).

E importante ressaltar que nédo foi feita a analiseensional do Modelo B. No
entanto, do ponto de vista econémico, isso néolidava recuperacdo feita do indice de
tecnologiaA, que é o indice de fundamental importancia pgreesente trabalho. No caso, o
indice de tecnologia tem origem numa funcdo deywr@a do tipo (2.32§. Portanto, apesar
de expresso segundo dimensdes diferentes no Mddelono Modelo B, ainda assim o
parametroA, em ambos os modelos, expressara um indice delag@ Nesse sentido, o
Modelo B deve servir como alternativa para recugiado parametr@ no caso de
conjuntos de dados onde n&o houver bons ajustddodelo A. No entanto, cabe observar
gue ndo ha como comparar os indices de tecnologianddelos A e B.

Nos resultados a seguir, serdo apresentados asogrdb modelo de melhor ajustea
producdo dos municipios por microrregido geografi@aso os dois modelos tenham obtido
ajustes razoaveis, os graficos referentes aosndoilos serdo exibidos. Além disso, seréao
expostos os dados de producdao real, producao geetmtamodelos A e B e 0s erros relativos
correspondentes. Também serdo expostos os indidesrblogia referentes aos Modelos A e
B: no primeiro caso o indice de tecnologia ser@denadoA, . No segundo caso, esse indice

sera denominada, .

'8 Foram feitos varios ajustes com o software deiptigdio global DIRect (Jones, Pertunnem e Stuckig98;
Gablonsky, 2000). Como os resultados obtidos foegmivalentes ou piores que os resultados obtidis pe
BOBYQA, optou-se por efetuar todos os ajustes csten @timo.

17 para ser mais especifico, 0 Modelo de Lucas iéautima funcéo de producéo do tip{t) = AK” (uH)"™
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4.4. Municipios por Microrregido: Resultados Obtid®s

A Figura 11 da uma ideia aproximada do desempenhdvibdelos A e B em 17 dos
dezoito municipios estudados. Nele estédo plotaddsgaritmos dos erros relativos maximos
da producdo gerada em relacdo a producado real @mncanicipio, considerados ambos 0s
modelos. E importante ressaltar que um ajuste sernisiderado bom se o erro relativo obtido
fosse menor ou igual a 0,30. Os municipios conaditer encontram-se na Tabela 3.

Desempenho dos dois modelos por municipio

10+

Log dos Emros Relativos Maximos

T T T T T T T Model(; A T
X Modelo B —--x---
i 10g(0,30) --------

Figura 11. Grafico com desempenho aproximado dos modelo8 Aper municipio.

Municipios

Tabela 3Municipios com o desempenho dos modelos plotadésgusma 11.

Nivel de Desempenho Municipio
1° Rio de Janeiro
2° ltaguai
3° Vassouras
4° ltaocara
5° Campos dos Goytacazes
6° Nova Friburgo
7° Santa Maria Madalena
8° Paraiba do Sul
9° Sé&o Pedro da Aldeia
10° Casimiro de Abreu
11° Pirai
12° Barra do Pirai
13° Angra dos Reis
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Continua...
Continuacao daabela 3.

Nivel de Desempenho Municipio
14° Rio Bonito
15° Carmo
16° S&o José do Vale do Rio Preto
17° Varre-Sai

A analise sera iniciada pelos municipios e micgides da Mesorregido do Rio de
Janeiro. E importante observar que os valores ai#dugfo gerados pelos modelos estéo todos
divididos por10*.

—Caso 1 - Microrregido do Rio de Janeiro: municipialo Rio de Janeiro

Figura 12.Grafico do ajuste obtido para o Rio de Janeiro.

Tabela 4.Producdes real e gerada para o Rio de Janeiro.

Producaox 10%%(-4}

—_

Producao do Rio de Janeiro 2001-2011

T T
Producao ]

Producao Gerada Modelo A o]
Grafico Producao Modelo A —-----—-
Producao Gerada Modelo B Q
Grafico Producao Modelo B

Anos

Modelo A Modelo B
Anos Producdo Valor Gerado Erro Relativo  Valor Gerado Erro Relativo
1 0,5000000  0,5000000 0,0000000 0,5000000 0,0000000
2 0,5400000 0,5160680 0,0443186 0,5215118 0,0011722
3 0,6500000 0,5333025 0,1795346 0,5449230 0,0261330
4 0,5450000 0,5516531 0,0122075 0,5213326 0,0018859
5 0,5580000 0,5710778 0,0234370 0,5449846 0,0005441
6 0,5600000  0,5915451 0,0563305 0,5708362 0,0003744
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Continua..

Continuacao daabela 4.

Modelo A Modelo B

Anos Producdo Valor Gerado Erro Relativo  Valor Gerado Erro Relativo
7 0,5770000 0,6130336 0,0624499 0,5991997 0,0014803
0,6000000  0,6355320 0,0592200 0,6304481 0,0025752
9 0,6200000  0,6590378 0,0629641 0,6650313 0,0052753
10 0,6500000 0,6835564 0,0516252 0,7034957 0,0067735
11 0,8200000  0,7091000 0,1352439 0,7465122 0,0080316

Média 0,6018182  0,5967188 0,59522977

Desvio-padrdo 0,086186795 0,06958623 0,081455763

O indice de tecnologia recuperado pelo Modelo A fgF 5,89634:. O valor

recuperado pelo Modelo B fé\,= = 2,00000(.

Para o Rio de Janeiro, os dois modelos obtivera@®ol@e ajuste. O teste de nado
decrescimento mostrou que, em 70% dos intervaloands consecutivos, a producdo nao
decresceu. Esse fato, por si s0, ja apontava patzom ajuste do modelo A.

Apesar dos comportamentos distintos dos dois megdetmrreu ajuste. Isso pode ser
vislumbrado observando-se a quase coincidéncia nd@édias e dos desvios-padrao da
producao e dos modelos.

—Caso 2 - Microrregido de Itaguai: municipio de Itguai

Producao de Ttaguai 2001-2011

1 T T T T T T T T
Producao L]
Producao Gerada Modelo A o

Grafico Producao Modelo A ---——--

038 -

06 -

om

]
m
o

m
1]
u
[m]
[ [s)

04 - s

Producaox 10#*#(-4)

02 - -

a 1 I 1 I 1 I 1 I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Anos

Figura 13. Ajuste do Modelo A para o municipio de Itaguai.
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Tabela 5 Dados de producéo e valores gerados para o rpimndg Itaguai.

Modelo A Modelo B

Anos Producgéo Valor Gerado Erro Relativo  Valor Gerado Erro Relativo
1 0,5550000 0,555000000000000 0,0000000 0,5550000 0,0000000
2 0,4200000 0,555000000000000 0,3214286 0,3689913 0,0147499
3 0,4400000 0,555000000000000 0,2613636 0,6019016 0,1353932
4 0,5500000 0,555000000000000 0,0090909 0,9829606 0,6196856
5 0,5650000 0,555000000000000 0,0176991 1,6067790 3,3998090
6 0,5200000 0,555000000000000 0,0673077 0,8571324 0,4203338
7 0,5350000 0,555000000000000 0,0373832 1,8036310 5,6229400
8 0,5100000 0,555000000000001 0,0882353 0,6810647 0,1125073
9 0,4800000 0,555000000000017 0,1562500 0,0645132 0,7492589
10 0,5000000 0,555000000000501 0,1100000 0,8710974 0,5508531
11 0,4850000 0,555000000014593 0,1443299 0,0070377 0,9711891
Média 0,5054545 0,5550000 0,763646267

%23‘:;’0' 0,046661255  4,38686E-12 0,561634722

Nesse caso, vale gg= 5,90503: e A,=5,94884..

Para o municipio de ltaguai, apenas o Modelo Aefen um bom ajuste. E
interessante notar que os intervalos anuais emhquee ndo decrescimento da producéo
foram da ordem de 60%. Portanto, era de se espaean Modelo A ndo fornecesse um bom
ajuste, ja que tende a modelar bem as producfesemtimento. Ocorre que a maioria dos
valores de producdo estdem uma médieDdix 10 quilogramas. Nesse caso, o Modelo A
assumiu uma forma de crescimento bem suave a petjs55, com a diferenca entre 0s
valores gerados consecutivos abaixo da décimareasa decimal. Esse fato é corroborado
pelo desvio-padrao praticamente nulo. Os dez pordos bom ajuste foram obtidos dessa
forma.

A média da producdo gerada do Modelo B e o desaivgm estdo totalmente
discrepantes o que explica o baixo grau de ajwestsedmodelo.

— Caso 3 - Microrregido Serrana: municipio de Saoaké do Vale do Rio Preto

Para uma analise desse caso, ver Tabela 28 e Bigfmexos, pg. 110).

67



— Caso 4 - Microrregido de Vassouras: municipio deliguel Pereira

2 T

Producao de Miguel Pereira 2001-2011

Producaox 10#*(-4}
T

T T
Producao L]

Producao Gerada Modelo A =]
Grafico Producao Modelo A ---—---

05

[ Qul

Figura 14. Ajuste obtido pelo Modelo A no caso de Migueldber.

Anos

9 10

Tabela 6 Dados de producéo e valores gerados para o rpimd=d Miguel Pereira.

Modelo A Modelo B
Anos 5 . Erro
Producéo Valor Gerado Erro Relativo  Valor Gerado Relativo
1 0,5760000 0,576000000000000 0,0000000 0,576 0
2 0,4590000 0,576000000000000 0,2549020 0,3829143 0,02747776
3 0,4230000 0,576000000000000 0,3617021 0,1280485 0,4862061
4 0,4550000 0,576000000000000 0,2659341 0,4843866 0,00417134
5 0,4300000 0,576000000000000 0,3395349 0,0046115 0,9786662
6 0,4640000 0,576000000000000 0,2413793 0,6783991 0,2135059
7 0,4700000 0,576000000000000 0,2255319 1,730379  7,191285
8 0,4882000 0,576000000000006 0,1798443 3,271584  32,50503
9 0,5126000 0,576000000000194 0,1236832 5498873  94,62262
10 0,5433000 0,576000000005664 0,0601877 8,697765 2252742
11 0,5699000 0,576000000165016 0,0107036 13,27641  497,1132
Média 0,4900909 0,5760000 3,1572155
Desvio-padréo (,0533721 4,96063E-11 4,3288661
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Nesse caso, vale ghg= 5,63645. e A,=5,95193..

Apenas o0 Modelo A obteve um bom ajuste no casoed®smicipio. A porcentagem
de ndo decrescimento de producdo em intervalosnde eonsecutivos é de 70%. Isso ja
sugere um bom ajuste desse modelo.

Como a variabilidade da producgéo gerada pelo Mo#ledomuito pequena, os valores
gerados pelo modelo ao longo do tempo tendem as@atistanciar muito dos 17,5% dos
valores de producdo, em face da baixissima vadaldié do modelo. Isso justifica o bom
ajuste obtido pelo Modelo A.

O ajuste do Modelo B foi muito ruim, o que pode depreendido dos valores da
média e do desvio-padréao da producdo gerados penssdelo.

— Caso 5 - Microrregido de Macacu-Caceribu: munici de Rio Bonito

Producao de Rio Bonito 2001-2011

0.2 T T T T T T T
Producao ]
Producao Gerada Modelo B 6]

Grafico Producao Modelo B

0,15 - i

9,1 - ]

Producaox 10*#(-4}
-l

0,05 - N

] 1 1 | 1 | 1 | | 1

Anos

Figura 15. Gréfico de ajuste obtido para Rio Bonito.

Tabela 7. Producéo e valores gerados parao municipio d@&do.

Modelo A Modelo B
Anos Producdo Valor Erro Valor Erro
¢ Gerado Relativo Gerado Relativo

0,1146000 0,114600000000000 0,0000000 0,114600000000000 @OO00
0,1029000 0,114600000000010 0,1137026 0,114599991782000 9r@B2
0,1084000 0,114600000000026 0,0571956 0,114600001620000 270G3
0,1103000 0,114600000000056 0,0389846 0,114600013399000 %1OE1
0,1109000 0,114600000000106 0,0333634 0,114600027500000 mMGA1
0,0987000 0,114600000000194 0,1610942 0,114600010618000 @025
0,0715000 0,114600000000346 0,6027972 0,114599990408000 386a@3

N o O B~ WODN P
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Continua...
Continuacao daabela 7.

Modelo A Modelo B
Anos Produgcao Valor Errg Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
8 0,0650000 0,114600000001068 0,7630769 0,114599995179000 0,5822863
9 0,0850000 0,114600000001863 0,3482353 0,114600029858000 0,1212681
10 0,0976000 0,114600000003243 0,1741803 0,114600071375000 0,0303390
11 0,093627273 0,1146000 0,114600008904636
Média 0,093627273 0,1146000 0,114600008904636
'?)23‘:;’0' 0,018881212  1,02613E-12 2,73665E-08

Os indices de tecnologia obtidos 8§s 4,60770¢t e A,= 5,34944..

Nesse caso, ambos os modelos tém um comportameatioamente constante ao
longo do tempo, como é mostrado pelos respectiessias-padrdao. Apenas o Modelo B
apresenta uma variabilidade um pouco maior, conte &ua caracteristica. De qualquer
forma, essa variabilidade maior do modelo B exps@rdens de grandeza menores dos erros
relativos correspondentes a esse modelo.

As proximas analises serdo feitas a respeito deomegides e municipios da
Mesorregidao do Noroeste Fluminense.

—Caso 6 - Microrregido de Itaperuna: municipio de \drre-Sai

A anadlise desse municipio consta na Tabela 29w@& R (Anexos, pg. 111).

—Caso 7 - Microrregido de Santo Anténio de P4dua: umicipio de Itaocara

Producao de Itaocara 2001-2011
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Figura 16.Grafico do ajuste obtido pelos modelos em Itaocara.
Tabela 8Producao e valores gerados para Itaocara.

Modelo A Modelo B
Anos Producéio Valor Erro Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
1 0,9600000 0,960000000000000 0,0000000 0,96 0
2 0,9000000 0,960000000000000 0,0666667 0,3983526 0,3106792
3 1,2000000 0,960000000000019 0,2000000 0,9550634 0,04166247
4 0,8000000 0,960000000001452 0,2000000 0,3944595 0,2569736
5 0,6000000 0,960000000111300 0,6000000 0,0141049 0,9535363
6 0,8000000 0,960000008529475 0,2000000 0,3801758 0,2753943
7 0,8000000 0,960000653634894 0,2000008 0,9318692 0,02717106
8 0,7200000 0,960049973888213 0,3334027 0,3762343 0,2279607
9 0,7500000 0,963269676557094 0,2843596 0,9268206 0,05558313
10 0,8200000 0,994571592311680 0,2128922 1,5912 0,8845169
11 1,2600000 1,038882555829250 0,1754900 2,343414 0,7393466
Média 0,8736364 0,9706159 0,8428813
'?)23‘:;’0' 0,1992121 0,0248771 0,661079384

Os indices de tecnologia obtidos foragr 4,95737( e A,= 6,21409¢.

No caso desse municipio, o Modelo A forneceu mediuste que o modelo B, apesar
de a porcentagem de intervalos anuais em que aigiodndo decresce ser da ordem de
apenas 60%. Ocorre que a meédia dos valores de g&odié da ordem de
0,87x 10 quilogramas, e a maioria dos dados esta em tossedalor. O Modelo A assumiu
uma taxa de crescimento pequena a partir do vaioial, que se reflete no baixo desvio-
padrdo. Esse valor inicial apresenta um desvio08¢ &m relagdo ao valor médio, diferenca
que foi diminuindo & medida que o modelo evoluies$a forma, o modelo ajustou-se bem a
quase todos os valores de produgéo.

Nesse caso, o0 Modelo B também forneceu um bom eajusvido a razoavel
variabilidade dos dados de producgéo. Ocorre qualar yédio dos dados gerados por esse

modelo é ded,84x 10 quilogramas, bem proximo da média dos valores @misroducdo. A
dispersdo dos dados gerados (desvio-pad€i66x 10) é maior que a dispersdo da producéo

real (desvio-padrdo@19x 10). Dessa forma, se a variabilidade dos dados diupém fosse

um pouco maior, talvez o Modelo B fornecesse mediuste que o Modelo A.
As duas proximas andlises dizem respeito a migi@®s e municipios da
Mesorregiao do Norte Fluminense.
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— Caso 8 - Microrregido de CamposdosGoytacazes:muaipiodeCamposde Goytacazes

Producao de Campos dos Goytacazes 2001-2011
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Figura 17.Gréficos dos ajustes obtidos para Campos dos Girgac

Tabela 9Producao e valores gerados pelos Modelos A e B.

Modelo A Modelo B
Anos Producéio Valor Erro Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
1 0,2989000 0,298900000000000 0,0000000 0,2989000 0,0000000
2 0,2838000 0,298900000011022 0,0532065 0,2805633 0,0001301
3 0,2971000 0,298900000292886 0,0060586 0,2988179 0,0000334
4 0,2799000 0,298900007501200 0,0678814 0,2804910 0,0000045
5 0,2625000 0,298900191839616 0,1386674 0,2642841 0,0000462
6 0,2677000 0,298904902649312 0,1165667 0,2804231 0,0022588
7 0,3000000 0,299023194917182 0,0032560 0,2986588 0,0000200
8 0,3036000 0,301150433354187 0,0080684 0,3194282 0,0027181
9 0,3000000 0,309656677291670 0,0321889 0,2985714 0,0000227
10 0,3097000 0,320383273961500 0,0344956 0,3193282 0,0009665
11 0,3495000 0,331581210617865 0,0512698 0,3431825 0,0003267
Média 0,2957000 0,3050182 0,2984226
'?)23‘:;’0' 0,0234084  0,011129358 0,022388

Para esse municipio, os indices de tecnologia abtitbramA,=5,66886: e
A,=2,00319..
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Ambos os modelos tiveram 6timo nivel de ajustejrdetia margem de erro relativo
considerada. No entanto, considerando-se o pedled& 60% de intervalos com nao
decrescimento, € possivel notar certa variabiliddde producdo no todo. Talvez isso
justifiqueos melhores ajustes obtidos pelo ModelenB comparagcao aos ajustes do Modelo
A: na grande maioria dos anos, os ajustes forne@eétm Modelo B foram, pelo menos, duas
ordens de grandeza menores que os fornecidos prdelVA.

O grafico referente a producédo desse municipiordusem os comportamentos tipicos
dos Modelos A e B. Como se observa, o Modelo Asgira um comportamento uniforme de
crescimento ao longo dos anos, como mostra a pinh@lhada. Nos anos de 1 a 7, em que ha
maior variacdo da producéo, o grafico do ModelocBngpanha bem esse comportamento,
como é ilustrado pela linha continua. Nos anos @18, foi plotado apenas o grafico do
Modelo A, pois,nesse intervalo, ha uma tendénciardscimento da producdo, sendo ali
semelhantes os comportamentos de ambos os modelos.

O Modelo B tem um comportamento que o distinguévidalelo A, exatamente por
ser apto a descrever um comportamento de prodagaanaior variacao.

E importante notar que, embora os dois modelosateniédias de producéo gerada
semelhantes a média de producado real, o desviégpatlty Modelo B € menor que o do
modelo A. Isso pode explicar os melhores ajustédabpor esse modelo.

— Caso 9 - Microrregido de Macaé: municipio de Maa@a

Producao de Macae 2001-2011
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Figura 18.Gréfico dos ajustes obtidos para o municipio deddac
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Tabela 10Dados de produgéo e valores gerados para o munaggviacaé.

Modelo A Modelo B
Anos Producéio Valor Erro Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
1 0,0825000 0,082500000000000 0,0000000 0,0825 0
2 0,0850000 0,082500277184634 0,0294085 0,085709323 6,96386E-05
3 0,0800000 0,082500924113132 0,0312616 0,084600315 0,003306703
4 0,0343000 0,082502432907720 1,4053190 0,078658472 1,672495
5 0,0700000 0,082505945880316 0,1786564 0,080015404  0,02047109
6 0,0750000 0,082514093479706 0,1001879 0,086208048 0,02233251
7 0,0750000 0,082532822209515 0,1004376 0,091924263 0,05092101
Média 0,0716857 0,0825081 0,084230832
[:)ZZ\:;; 0,017252288  1,19872E-05 0,00442036

Os indices de tecnologia obtidos forarr 5,53508¢ e A,= 2,56312..

O municipio de Macaé foi tomado como exemplo deagumodelos funcionam para
um numero menor de anos. No caso desse municipiterealo considerado foi de sete anos,
gue compreende o periodo de 2005 a 2011.

No periodo considerado, ambos 0os modelos obtivétanos ajustes para a producao
desse municipio. Os dados gerados pelo Modelo ésapta uma variabilidade quase nula, o
que indica que seus valores mudam muito pouco &@agae ao valor da média. O mesmo
ocorre com os dados de producéo, devido ao deswidp de 0,015972515. Mais ainda, o
erro relativo da média dos dados gerados pelo Modletm relacdo a média da producéo
ficou em torno de 7,2%. Segue que os dados gemelosModelo A estardo, em média,
dentro dessa margem de erro dos dados de prodagséasignifica que o Modelo A teve um
bom ajuste em relacdo aos dados de producdo daipiorem estudo.

Analisando de forma analoga o caso do Modelo Bahastar que a variabilidade de
seus dados é bem pequena. A média dos dados g@@desse modelo apresenta um erro
relativo quanto a média da producéo proximo de 726t as médias do Modelo B e do
Modelo A séo praticamente idénticas. Portanto,am®s gerados por esse modelo estardo, em
média, a uma margem de 7,2% de erro relativo eatdelaos dados de producdo. Por essa
raz&do, pode-se inferir que o Modelo B também tewebom ajuste relativamente aos dados
de producéo.

As proximas quatro analises se referem a micrdiesge municipios pertencentes a
Mesorregiao do Centro Fluminense.
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—Caso 10 - Microrregido de Nova Friburgo: municipiode Nova Friburgo

Producaox 10%#{-4}
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Figura 19. Grafico dos ajustes obtidos para a producdode Roburgo.

Tabela 11Dados de producgédo e gerados para o municipio da Ralburgo.

Modelo A Modelo B
Anos Producéo Valor Erro Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
1 1,7550000 1,7550000 0,0000000 1,7550000 0,0000000
2 1,9670000 1,9756484 0,0043967 2,0268220 0,0009249
3 2,0347000 2,0467454 0,0059200 2,0996910 0,0010202
4 2,0300000 2,0968238 0,0329181 1,9924150 0,0003428
5 2,2000000 2,1381557 0,0281111 2,1206210 0,0013019
6 2,2300000 2,1748605 0,0247262 2,1860130 0,0003891
7 2,2470000 2,2088369 0,0169840 2,2350380 0,0000283
8 2,3050000 2,2411174 0,0277148 2,2766100 0,0001517
9 2,2270000 2,2723242 0,0203521 2,2194150 0,0000116
10 2,2500000 2,3028592 0,0234930 2,2903480 0,0003216
11 2,3011000 2,3329953 0,0138609 2,3427140 0,0003270
Média 2,1406182 2,1404879 2,1404261
'?)23‘:;’0' 0,172433783  0,168302211 0,1687098
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Nesse caso, vale gig= 9,097921 e A,=9,78759<

Tanto o Modelo A quanto o Modelo B ajustaram 10086 @ontos que geraram,
sendo o Modelo B o que obteve os melhores ajuséemaioria dos pontos, seus ajustes sdo
duas ordens de grandeza menores que 0s ajustesdidoVA. As médias e 0s desvios-padrao
bem proximos da média e do desvio-padrao da prodigfietem o bom ajuste obtido por
ambos os modelos.

A producdo nesse municipio mostra tendéncia accionreato, pois, em 80% dos
casos, ndo decresce em anos consecutivos. Mesmm, ass Modelo B teve um
comportamento mais que razoavel ao acompanhariabiVialade modesta da producédo ao
longo do tempo. O bom comportamento do Modelo Aerj@ esperado, em razdo de sua
propria estrutura.

—Caso 11 - Microrregido de Santa Maria Madalena: muoicipio de Santa Maria
Madalena

Producao de Santa Maria Madalena 2001-2011
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Figura 20. Grafico do ajuste obtido para a producao de Sdatéa Madalena.
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Tabela 12.Producéo e valores gerados para Santa Maria Meadale

Modelo A Modelo B
Anos Producéio Valor Erro Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
1 0,9000000 0,900000000000000 0,0000000 0.9000000 0
2 0,9000000 0,983807134905184 0,0931190 1,084393 4,20E-02
3 0,9000000 1,051771202711210 0,1686347 1,384123 0,2893521
4 1,0500000 1,111108776373510 0,0581988 1,87319 0,6146411
5 1,3000000 1,165145815563490 0,1037340 2,674115 1,117274
6 1,3450000 1,215712366761840 0,0961246 3,989916 3,867046
7 1,3400000 1,263933428784530 0,0567661 1,897359 0,173006
8 1,3450000 1,310556113315780 0,0256088 5,284199 8,577708
9 1,3200000 1,356106017208990 0,0273530 3,39E-02 0,9493417
10 1,3500000 1,400969985741860 0,0377555 8,635278 29,12224
11 1,3800000 1,445443391732370 0,0474228 24,02182 269,1935
Média 1,1936364 1,2004140 5,0878262
'?)23‘:;’0' 0,2080876 0,1758929 7,1020408

Nesse caso, vale gg= 5,57412t e A,= 5,98428(.

No caso desse municipio, 0 Modelo A forneceu ajanstanargem considerada em
100% dos pontos. E interessante observar que hadeémscimento da producdo em
aproximadamente 80% dos intervalos de anos comgesuHouve também proximidade das
médias da producédo e do modelo, assim como dosatesys desvios-padrdo. Portanto, no
global, a producdo e o modelo apresentaram vasag@melhantes, o que permitiu o 6timo

ajuste obtido.

A simples observacao da enorme discrepancia entmgdias e os desvios-padrdo do

Modelo B e da producéo ja mostra o ajuste sofjuelfoi obtido por esse modelo.

—Caso 12 - Microrregido de Cantagalo-Cordeiro: Carro

A analise desse municipio consta na Tabela 27w@&RBP (Anexos, pg. 109).
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—Caso 13 - Microrregido de Trés Rios: municipio dParaiba do Sul

Producaox 10%#({-4}

Figura 21. Gréfico com os ajustes obtidos para a producdeadaiba do Sul.
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Tabela 13.Dados de producao e valores gerados para o ming=@Paraiba do Sul.

Modelo A Modelo B
Anos Producéio Valor Erro Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
1 1,5000000 1,500000000000000 0,0000000 1,5 0
2 1,3800000 1,500000000000000 0,0869565 1,465243 0,00381559
3 1,0500000 1,500000000000000 0,4285714 1,41385 0,120079
4 1,2200000 1,500000000000000 0,2295082 1,482936 0,04644954
5 1,1800000 1,500000000000110 0,2711864 1,386872 0,0307353
6 1,1000000 1,500000000282640 0,3636364 1,215792 0,01108087
7 1,4000000 1,500000745619930 0,0714291 1,438916  0,000772671
8 1,2680000 1,501863742856100 0,1844351 1,106622 0,01619766
9 1,3000000 1,592893554841740 0,2253027 1,526778 0,03043084
10 1,1000000 1,724801770223100 0,5680016 0,7907665  0,07902921
11 2,7160000 1,867659545804900 0,3123492 1,674069 0,1471698
Média  1,3830909 1,5624745 1,363804045
?)ZZ‘:?O‘ 0,463663  0,123048115 0,243096114
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Os indices de tecnologia recuperados fodam5,60791( e A,= 5,43522¢.

Os Modelos A e B obtiveram bons ajustes para o cisse municipio. Tais
resultados mais ou menos contrariam o resultaddesi®@ de ndo decrescimento, o qual
estabeleceu que, em 40% dos intervalos anuaisodeqiio, haveria ndo decrescimento. ISso
sugeriria baixo desempenho do Modelo A.

O bom desempenho do Modelo A pode ser explicado lpgka variabilidade de seus
valores de producgdo gerados em relacdo a variatddida producéo. O erro relativo entre as
meédias do Modelo A e da producédo é de cerca dé&dZ®mo a maioria dos valores da
producdo gerada e da producédo real estd em umdhaigja de suas medias, a margem de
erro relativo obtida sera, em média, ndo muitoadist dos 12,9%, considerando a baixa
variabilidade, em relagéo a variabilidade da prédudos resultados do modelo.

O Modelo B apresentou ajuste de 100% dos pontos,adda margem de erro relativo
de 30%. Observe-se que as médias de producadoespsdiicdo gerada sdo praticamente as
mesmas. No entanto, a variabilidade média dostaed obtidos a partir do Modelo B
corresponde, praticamente, a metade da variabdidagtia da producdo. Poderia haver perda
de ajuste em alguns pontos caso o0 Modelo B apesssnum comportamento mais uniforme,
semelhante ao do Modelo A. No entanto, como o MoBehcompanha o comportamento da
producao, isso representaria uma espécie de coagdEns variabilidade média de seus
resultados, possibilitando o 6timo ajuste obtido.

As duas proximas analises dizem respeito a migidree e municipios pertencentes a
Mesorregido das Baixadas.

— Caso 14 — Microrregidao dos Lagos: municipio de $&Pedro da Aldeia

Producao de Sao Pedro da Aldeia 2001-2011
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Figura 22. Grafico com ajuste obtido para a producéao dePgdilvo da Aldeia.
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Tabela 14Producéo e valores gerados para S&do Pedro da Aldeia

Modelo A Modelo B
Anos Producéo Valor Erro Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
1 0,1600000 0,1600000 0 0,1600000 0
2 0,4500000 0,470954338 0,0465652 0,4277731 0,00243967
3 0,5200000 0,485852518 0,0656682 0,489596 0,003418641
4 0,6100000 0,501077082 0,1785622 0,5370852 0,014288
5 0,1500000 0,516658488 2,44439 0,4782588 4,789058
6 0,7200000 0,532624347 0,260244 0,5473035 0,05753103
7 0,5900000 0,549000104 0,0694914 0,4604026 0,04824906
8 0,6300000 0,565809559 0,1018896 0,5614025 0,01185593
9 0,6300000 0,583075266 0,0744837 0,628027 9,80823E-06
10 0,7200000 0,600818857 0,1655294 0,6824617 0,002718218
11 0,4100000 0,619061299 0,5099056 0,6152515 0,2506137
Média 0,5081818 0,5077211 0,507960173
?)23‘:;’0' 0,199791 0,1246212 0,138786846

Os indices de tecnologia, nesse caso A&05,82329¢ e A,= 5,59936..

Para esse municipio, ambos os modelos obtiveramostajustes. No caso, houve
70% de intervalos com néo decrescimento da prodeigéanos consecutivos. A proximidade
das médias e dos desvios-padrdo dos dois modaedosagpara comportamentos semelhantes.
No entanto, ha uma variabilidade ligeiramente md@mrproducéo, que foi provocada, por
exemplo, pela perda de producdo de mais de 75%jdeentre os anos 6 e 7.
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—Caso 15 - Microrregido da Bacia de Sao Jodo: mumpo de Casimiro de Abreu

Producaox 10%#(-4}
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Figura 23. Gréfico do ajuste obtido para o municipio de Casimie Abreu.

Tabela 15Producéo e valores gerados para de Casimiro daiAbre

11

Modelo A Modelo B
Anos Producéio Valor Errg Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
1 0,0350000 0,035000000000000 0,0000000 0,035 0
2 0,0350000 0,041869417823233 0,1962691 0,08122163 1,744032
3 0,0340000 0,049163620270101 0,4459888 0,02266246 0,1111937
4 0,0335000 0,056884559142999 0,6980465 0,000286636  0,9829606
5 0,0500000 0,065036643026394 0,3007329 0,03828648 0,05488259
6 0,0600000 0,073626217022155 0,2271036 0,3645471 25,76359
7 0,0800000 0,082661216110644 0,0332652 1,868174 499,6195
8 0,0500000 0,092150927339591 0,8430185 0,1101492 1,447172
9 0,0800000 0,102105823188322 0,2763228 3,039976 1368,978
10 0,1400000 0,112537443181248 0,1961611 21,55624 23400,77
11 0,1600000 0,123458309236385 0,2283856 98,05565 374357,7
Média 0,0688636 0,0758631 11,37929032
Desvio- 0,043776758  0,029378778 29,44163312
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padréao

Nesse caso, o0s indices de tecnologia recuperadoam foA,=2,00000( e
A= 6,05864¢.

A produgcdo no municipio de Casimiro de Abreu aprese uma porcentagem de
intervalos de ndo decrescimento, nos 11 anos arasids, de aproximadamente 70%.
Portanto, ha forte tendéncia de a produgdo maaterascrescimento. Dessa forma, o Modelo
B, devido a sua tendéncia de acompanhar comportamete producdo com maior
variabilidade, ndo forneceu um bom ajuste para sp adesse municipio. O Modelo A
mostrou-se, mais uma vez, melhor estruturado pameder bons ajustes no caso de
producbes com fortes tendéncias ao crescimentoer@sgue a média e o desvio-padrédo
referentes ao Modelo A estdo muito mais proximosméddia e do desvio-padrao da producéo,
guando comparados as mesmas medidas do Modelo B.

As proximas trés andlises sdo as Ultimas e esfacioeadas a microrregides e
municipios pertencentes a Mesorregido do Sul Flense.

—Caso 16 - Microrregido do Vale do Paraiba Fluminese: municipio de Pirai

Producao de Pirai 2001-2011
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Figura 24. Gréfico dos ajustes obtidos para o municipio daiPi

Tabela 16Producéo e valores gerados para de Pirai.

Modelo A Modelo B
Anos Producéo Valor Errg Valor Errq
Gerado Relativo Gerado Relativo
1 1,8750000 1,875000000000000 0,0000000 1,875 0
2 1,6930000 1,875000000007450 0,1075015 1,752836 0,001249155
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3 1,6530000 1,875000000472090 0,1343013 1,590459 0,001431463

Continua...
Continuacao daabela 16.

Modelo A Modelo B
Anos Producéio Valor Erro Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
4 1,7000000 1,875000029432540 0,1029412 1,754426 0,001024984
5 1,5600000 1,875001834450110 0,2019243 1,592692 0,000439165
6 1,6800000 1,875114027922180 0,1161393 1,756003 0,002046633
7 1,8278000 1,881110891659090 0,0291667 1,87836 0,000765163
8 1,9191000 1,937577800388340 0,0096284 1,977635 0,000930331
9 2,0150000 2,019525954789850 0,0022461 2,061874 0,000541134
10 2,1157000 2,105600418053530 0,0047736 2,135446 8,71028E-05
11 2,2193000 2,195352052095340 0,0107908 2,201012 0,000067906
Média 1,8416273 1,9444803 1,870522091
?)ZZ‘:;’C; 0,20935222  0,112933824 0,2058267

Os indices de tecnologia recuperados foym 7,51710(e A,= 6,63649..

Ambos o0s modelos apresentaram excelentes ajusteslo sa porcentagem de
intervalos de ndo decrescimento da ordem de 70%.

No caso do Modelo A, o erro relativo entre as ngdla producdo gerada e de
producédo é de 0,5%. Essa diferenca minima foi paoimada por um ndo decrescimento do
modelo bem suave, em virtude de o desvio-padrapespreno. Isso indica uma tendéncia de,
em média, os valores gerados pelo modelo estarempb@&imos dos valores de producao.
Dessa forma, ficaria justificado o 6timo ajusteiaint

Para compreender o excelente ajuste obtido peloeMol, basta observar que a
média de valores de producdo e a dos gerados pmlelonsédo praticamente idénticas. O
mesmo ocorre com o desvio-padrdo dessas grandezas.
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— Caso 17 - Microrregido de Barra do Pirai: municifo de Barra do Pirai

Producao de Barra do Pirai 2001-2011
1 T T T T T

T T
Producao [ ]

Producao Gerada Modelo A o

Grafico Producao Modelo A —-—-

08 - i

04+ -

Producaox 10##(-4}

02 - i

a | | 1 1 | | | | 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Figura 25. Gréfico do ajuste obtido para o0 municipio de Bdoirai.

Tabela 17Producéo e valores gerados para 0 municipio deBarPirai.

Modelo A Modelo B
Anos Producéio Valor Errg Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
1 0,5750000 0,575000000000000 0,0000000 0,575 0
2 0,5120000 0,575000000038701 0,1230469 0,1314974 0,5523005
3 0,5235000 0,575000001312714 0,0983763 0,6059766 0,02482152
4 0,5475000 0,575000043252401 0,0502284 0,978931 0,6209469
5 0,4990000 0,575001423726571 0,1523075 0,5813807 0,02725525
6 0,5100000 0,575046697811758 0,1275425 1,005409 0,9435993
7 0,5600000 0,576377747571972 0,0292460 1,392361 2,209264
8 0,5756000 0,588595973672043 0,0225781 1,764673 4,267522
9 0,6049000 0,609195587150482 0,0071013 2,131737 6,371152
10 0,6350000 0,631065378164593 0,0061963 2,49878 8,61473
0,6681000 0,653735253494483 0,0215009 2,869214 10,8543
Média 0,5646000 0,5917289 1,321359973
?)23‘;;’(; 0,054383564  0,027604767 0,888239832
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Nesse caso, 0s indices de tecnologia recuperadomm foA,=6,11321: e

A,=6,02714¢.

Para esse municipio, apenas o Modelo A forneceuoam ajuste. Todos 0s pontos
gerados pelo modelo nos 11 anos estdo a uma matgeB®% ou menos dos dados de
producao. Uma possivel explicacdo para esse coampento pode ser buscada no nimero de
intervalos anuais em que ha crescimento de producteste de ndo decrescimento aplicado
mostra que, em mais de 80% dos 11 intervalos ddupém anual, houve ndo decrescimento
de produgdo. O Modelo A, com sua tendéncia a femealores de producdo sempre
crescentes, descreveu melhor o comportamento donfamo no mundo real.

E importante notar a discrepancia existente entraédia e o desvio-padrdo do
modelo B para as mesmas medidas da producdo. Oaj@sr@io acontece com o Modelo A.

— Caso 18 - Microrregido da Baia da Ilha Grande: maicipio de Angra dos Reis

Producao de Angra dos Reis 2001-2011

0.5 T T T T T T T T T
Producao L]
Producao Gerada Modelo A u}
Grafico Producao Modelo A —-—-—-
Producao Gerada Modelo B o]
Grafico Producao Modelo B
04 - b

Producaox 10%*(-4)

Anos

Figura 26. Gréfico para o ajuste obtido para o municipio dgr dos Reis.

Tabela 18Producéo e valores gerados para o municipio deafthog Reis.

Modelo A Modelo B
Anos Producéio Valor Errg Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo
0,0890000 0,089000000000000 0,0000000 0,089 0
0,1200000 0,112492691567658 0,0625609 0,118694 0,000118456

0,1400000 0,133607407016251 0,0456614 0,1520004 0,007347435
0,1600000 0,153351685060265 0,0415520 0,1891021 0,03308326
0,2000000 0,172248114138505 0,1387594 0,2302238 0,02283701
0,1890000 0,190611553426871 0,0085267 0,1865026 0,000174607

o 0o~ WN PP
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7 0,1750000 0,208651092569435 0,1922920 0,1421879 0,03515546
8 0,1880000 0,226515680681068 0,2048706 0,1892894 4,70389E-05
Continua...
Continuacao daabela 18.

Modelo A Modelo B
Anos Producao Valor Errg Valor Errq
Gerado Relativo Gerado Relativo
9 0,2460000 0,244317338305161 0,0068401 0,2421054 0,000250645
10 0,2980000 0,262144096291747 0,1203218 0,3009271 9,64826E-05
11 0,2790000 0,280067723710656 0,0038270 0,238387 0,02118957
Média 0,1894545 0,1884552 0,188947245
'?)23‘:;’0' 0,0644583 0,0624255 0,061640826

Os indices de tecnologia obtidos for#yr 5,80047¢e A= 6,14685(.

O municipio de Angra dos Reis obteve 100% de apasi® do Modelo A quanto do
Modelo B, dentro da margem considerada de 30% awosnde erro relativo. No entanto, o
Modelo B obteve maior precisdo, pois todos os pofiteeram ajustes com erro relativo da
ordem de grandeza deéd>ou menos, enquanto,noModelo A, por volta de 54% mweos
apresentaram esse grau de precisao.

As médias de producéo e de producéo gerada de asshosdelos e 0s respectivos
desvios-padrao refletem o bom ajuste obtido em arobaasos.

4.4.1. Estimativa de colheita em periodos de safra

Uma pequena mudancga nos programas que geram tiadesuwlos modelos permite a
obtencdo de um resultado interessante. A principimtegracdo numerica dos sistemas de
equagdes que constituem tanto o Modelo A quantoodeld B era feita utilizando-se um
tamanho do passd* =0,1. Isso significa que cada intervalo anual de préduestava

dividido em dez partes iguais. Se o tamanho doopé&ss ligeiramente modificado para
h* :111, o intervalo anual fica dividido em 11 periodosrtBnto, do inicio ao final desse

intervalo, haveria 12 pontos de divisdo, ou 12 m@dyindo o primeiro e o ultimo. Em outros
termos, cada no corresponderia a 1 més, e o val@ratlugdo gerado em cada né seria a
producao estimada daquele més.

As safras de mel em dada localidade podem ocadr@aysmeses por ano, dependendo
do numero e da qualidade das floradas nesse pelmdageral, ocorrem nos meses mais
guentes, ndo sendo recomendados os meses de inverno

A Figura 27 ilustra parte da tabulacdo da produtéanel do Rio de Janeiro, no
periodo de 2002 a 2003. Estdo registradas tambérodacdes mensais. Em destaque, esta
registrada a producédo de uma safra hipotéticangbralo os meses de agosto a outubro.Esse
total € obtido somando-se as producbes corresptesd@os ndés de numeros 8 a 10, da
divisdo do intervalo em questdo, em 11 partes sguai
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Jan 2.000000 0.5215105%

Fev Z2.09090% 0.52355686

Mar 2.181E18 0.525&6186

Abr 2.272727 0.5276%966

Mai 2.363636 0.5297908

Jun 2.454545 0.5312015

Jul Z2.545455 0.5340287

Ago 2.030364 0.53el72¢ .
Set 2.727273 0.5383336 r Total da Safra= 1.6150179 x10" guilos
Out 2.818182 0.5405117

Moy 2.909091 0.5427072

Dez 2.000000 0,2442202

Figura 27. Total da safra hipotética no Rio de Janeiro epdranos 2002 e 2003.
4.4.2. Algumas previsoes feitas pelos modelos e\ws comentarios

Encontrar modelos que facam a previsao de situagesdas tem sido o desejo de
muitos. Esfor¢cos tém sido despendidos, por exemnmuosentido de se fazer a previsao da
tendéncia de certas acdes na Bolsa de Valores. éranpode ocorrer uma tendéncia a se
buscarem modelos para prever a ocorréncia de dertdésmnenos naturais, no sentido de, por
exemplo, serem evitadas catastrofes. Alguns esfodgp construcdo desses modelos sao
razoavelmente bem-sucedidos. Ocorre que certosnfamds apresentam elevadissimo grau
de variabilidade, sofrendo a influéncia de um geamidimero de fatores que fogem a
guaisquer expectativas. Os fendmenos naturais\ve&dos dessa natureza, e previsdes a seu
respeito devem estar, com frequéncia, acompanlgigdas bom grau de incerteza.

O predmbulo apresentado serve para situar os adeslte comentarios que serao
feitos a seguir. Em outras palavras, as previsdresf feitas para os anos de 2012 e 2013, na
expectativa de que as condicbes médias de prodpigacipalmente para os anos proximos a
2011, tivessem sido mantidas. Com esse pressummstomente, alguns municipios
possibilitaram previsfes bastante boas, como @saptados a seguir:

a) (M1) Rio de Janeiro

Tabela 19.Valores de producéo e previsdes para 0 municipieid de Janeiro.

Modelo B 2011 2012 2013
Valor Real 0,8200000 0,65 0,575
Valor Esperado - 0,7031319 0,6639975
Erro Relativo - 0,0817413 0,1547783
Modelo A 2011 2012 2013
Valor Real 0,8200000 0,65 0,575
Valor Esperado - 0,72882870 0,75111710
Erro Relativo - 0,12127492 0,30629061

Para o Rio de Janeiro, houve boas previsbes no d@soModelos A e B, que
obtiveram 6timos ajustes para esse municipio. I80,cs previsdes foram consideradas boas
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porque estavam dentro da margem de erro relati8D#edos valores reais dos anos de 2012
e 2013. E importante observar que a variabilidaddiados dados reais de 2011 para 2013
foi da ordem de 12%, mais que razoavel, no serdiglcse inferir certa regularidade de
comportamento.

b) (M2) Barra do Pirai

Tabela 20.Valores de producéo e previsdes para o municigfiada do Pirai.

Modelo A 2011 2012 2013
Valor Real 0,6681000 0,709 0,6341
Valor Esperado - 0,701548 0,7267503
Erro Relativo - 0,010510578 0,146113074

Para esse municipio, apenas o Modelo A fornecelam ajuste. Observe-se que a
variabilidade média dos dados reais de producadpdlé a 2013, foi da ordem de 3,8%, nao
havendo grande variagdo de valores em relacdo #&amédo mais ou menos justifica as
previsdes obtidas dentro da margem de erro relaperada. E claro que o ajuste de 100%
dos pontos, obtido pelo modelo, influenciou nasshwavistes obtidas.

¢) (M3) Rio Bonito

Tabela 21 Valores de producéo e previsdes para 0 munidipigio Bonito.

Modelo B 2011 2012 2013
Valor Real 0,0976 0,0928 0,1086
Valor Esperado - 0,1146000503 0,11460011
Erro Relativo - 0,234914871 0,05525

No geral, ndo houve casos de municipios com ba&asspes apenas para o Modelo B.
De qualquer forma, para o municipio de Rio Bonitdylodelo B obteve mais pontos que o
Modelo A, com ajustes dentro da margem considerBda.essa razdo, as previsdes do
Modelo B podem tender a ser melhores que as do IbléddeEssa foi a razéo para o Modelo
B ter sido escolhido para este exemplo.

4.4.3. Estudo preliminar: ajuste dos modelos paragriodos de tempo maiores

Alguns testes foram realizados para se verificgpoasibilidade de os modelos
desenvolvidos produzirem bom ajustes para perisdpsriores a 11 anos. No caso, 0s testes
foram efetuados para um periodo de vinte anos.

A titulo de exemplo, a Figura 28 e a Tabela 22smam o bom ajuste obtido para o
municipio de Areal, na Microrregiao de Trés Rios.
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Producao de Areal 1993-2012
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Figura 28. Ajustes obtidos para o municipio de Areal parae/anos.

Tabela 22Producéo e valores gerados para o municipio deBarPirai.

Modelo A Modelo B
Anos Producao Valor Erro Valor Erro
Gerado Relativo Gerado Relativo

1 0,5220000 0,522000000000000 0,0000000 0,5220000 0
2 0,5400000 0,624140246393235 0,1558153 0,5813047 0,076490185
3 0,7200000 0,695599001094653 0,0338903 0,6385281 0,113155417
4 0,7000000 0,752096438850325 0,0744235 0,6939812 0,008598286
5 0,8500000 0,799477206559098 0,0594386 0,7479006 0,120116941
6 0,9100000 0,840630320100839 0,0762304 0,8004714 0,120361099
7 0,8600000 0,877218023047903 0,0200210 0,8518422 0,009485814
8 0,9800000 0,910293487393685 0,0711291 0,9021346 0,07945449
9 0,8900000 0,940570321870630 0,0568206 0,9514497 0,069044607
10 0,9200000 0,968556655462730 0,0527790 0,9998727 0,086818152
11 1,0000000 0,994628413626755 0,0053716 1,047476 0,047476
12 0,5000000 1,019072306677960 1,0381450 0,4960483 0,0079034
13 0,3100000 1,042112492268340 2,3616530 0,3153063 0,017117097
14 0,2780000 1,063927871512710 2,8270790 0,2272538 0,182540288
15 0,2600000 1,084663732540920 3,1717840 0,1757517 0,324031923
16 0,2850000 1,104439836516110 2,8752270 0,2273314 0,202345965
17 0,2900000 1,123356183980940 2,8736420 0,3194417 0,101523103
18 0,2400000 1,141497222162570 3,7562380 0,2249917 0,062534583
19 0,0600000 1,158934976614560 18,3155800 0,1720492 1,867486667
20 0,1600000 1,175731423487640 6,3483210 0,2245471 0,403419375

Média 0,5637500 0,9419473 0,55598412

Desvio- 5 31190516 0,187143101 0,305350627

padréao
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O gréfico e a tabela imediatamente acima permitdarii alguns fatos interessantes:
devido a sua tendéncia ao ndo decrescimento, olM@dsd gera bons ajustes até o décimo
primeiro ano de producdo. A partir de entdo, conaucdo cai vertiginosamente, esse
modelo ndo consegue manter os valores geradodiimargem de erro relativo desejada
com a producao. Esse quadro é corroborado pelaéatomédia e o desvio-padrao do modelo
serem bem diferentes das medidas analogas da gmdug

Ao se observarem a média e o desvio-padrao do Md&]je? facil observar que ambos
estdo bem préximos da média e do desvio-padraoadiugho. Portanto, esse modelo obteve
um bom ajuste, em média, ao longo dos vinte anogrdducédo. Os erros relativos
correspondentes confirmam esse fato.

O grafico do Modelo B foi esbocado apenas paraa® mltimos anos, a fim de
destacar seu carater complementar ao comportardemitndelo A.

O Modelo B, devido a suando uniformidade de conapoento, pode prestar-se bem a
situacdes de decrescimento, como, por exemplo,rmErada no caso desse municipio.
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5. CONCLUSOES

Os dois modelos desenvolvidos neste trabalho desgmm papéis complementares
na modelagem da producgéo de mel do estado do Riars#ro. O Modelo A mostrou-se mais
adequado a variacdes de producdo que apresentai@amtemdéncia de crescimento ao longo
do tempo. O Modelo B, por sua vez, tendeu a mostehores ajustes nos casos em que a
producdo apresentou comportamento mais variaved. $&a mais preciso, ambos os Modelos
— tanto 0 A gquanto o B — forneceram um bom ajuata geis municipios. Apenas o Modelo
A forneceu um bom ajuste em outros seis. Apenadeld B forneceu um bom ajuste em
trés municipios. De qualquer forma, houve tendédei@ modelo A ser mais bem-sucedido
quando, dos dez intervalos anuais analisados,cu@éio era crescente em anos consecutivos
em 70% deles. Outro ponto importante a destacareé mps municipios em que ambos 0s
modelos forneceram um bom ajuste, a precisdo opgttaModelo B foi sempre melhor que
a obtida pelo Modelo A.

Dos 18 municipios analisados, escolhidos como septantes das microrregides
geograficas em que estéa dividido o estado do Ritadeiro, apenas trés ndo apresentaram um
bom ajuste nos modelos desenvolvidos. Esses tr@scipios apresentaram, em certos
momentos, valores de producao totalmente discrepa&mh relacdo aqueles que vinham sendo
apresentados ao longo dos anos.

No caso dos trés municipios, para que os modeldssgem apresentar melhor ajuste
para os valores de producéo discrepantes, haveressidade de uma discretizacdo mais fina
dos intervalos em que as discrepancias ocorrerase Brocedimento, contudo, tornou-se
inviavel porque as informacdes disponiveis erammapenuais. De qualquer forma, esses
fatos apontam para a necessidade de, nesses sas@eslizarem pesquisas loco, com a
finalidade de se obterem informacdes complementarepermitam melhor compreenséo das
razdes envolvidas nos comportamentos da producéo.

Os exemplos mostrados evidenciam que € possivalagsa producdo de localidades
no caso de intervalos de tempo diferentes de 1Xk.ahodo indica que o Modelo B
desempenhard um bom papel quando houver uma rdzoadanca de comportamento na
producédo. Estudos futuros poderdo confirmar espaseses.

Os modelos permitem que se fagam previsées deegatte producio. E importante
observar que as boas previsdes serdo obtidass@nne em que se deseja avaliar o quanto
sera produzido, forem mantidas as condicbes médiasoducdo dos anos anteriores.

Tudo indica que os Modelos A e B podem fornecamesivas da producdo melifera
em certo periodo de safra. Como se verificou, parabter essa estimativa, basta efetuar a
subdivisdo dos intervalos anuais em 12 partes sguRarece que o refinamento dessa
subdivisdo ndo afeta, de forma significativa, asst@s obtidos. No entanto, € necessario
desenvolver mais estudos a esse respeito.

Por tudo o que foi exposto até aqui, pode-se cermidjue 0os modelos construidos
neste trabalho podem ser ferramentas Uteis naogestdagronegdcio, em particular no
gerenciamento da producdo do mel. Razdes dissampede apontadas na visdo global que
possibilitam da producdo em um determinado periatfon de permitirem estimativas de
quantidade produzida em periodos de safra. Madaaisob certas condicdes, devido as
previsdes razoavelmente boas que podem ser f@ths,um horizonte possivel de decisdes
pode ser vislumbrado pelo o gerente.

O indice de tecnologia de producdo € um dos pardmptais importantes presentes
nos dois modelos aqui desenvolvidos. Trata-se ddout@ indicador da produtividade em
certa atividade econémica, durante certo periodtengo. Além do mais, pode ajudar na
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avaliacdo da pertinéncia dos precos praticadogjcagrse deve ou ndo haver reestruturacao
produtiva de modo que se aumente a produtividadge eoutros tépicos. Essas razdes
inspiraram a opcéao pelo parametro A como balizdda@scolha de dados neste trabalho.

Somente para exemplificar o tipo de trabalho qured@e de tecnologia pode suscitar,
se for tomado o exemplo de Nova Friburgo, que stgun Modelo A teve um indice de
tecnologia de 9,097927. Esse municipio poderamado como padrdo de produtividade.
Dessa forma Casimiro de Abreu, que teve um indiegundo o mesmo modelo de 2,0000,
poderd suscitar do gestor do agronegdcio pesqeisesnadas de decisdo que visem a
melhoria da produtividade nesse municipio. Umazaoptssibilidade seria, por exemplo, a de
se o indice de tecnologia de Nova Friburgo sofressa queda significativa em um outro
periodo de tempo. Isso também suscitaria do gastomada de providéncias para que esse
indice voltasse ao patamar anterior. Contudonaéguguestdes precisam ser consideradas:

A avaliacdo precisa do indice de tecnologia deratada localidade depende de
informacdes adicionais, além de mera informacaoémioam Por se tratar de um indicador
que, substancialmente, depende de praticas cultysanderacdes a respeito desse indice
requerem dados muitas vezes especificos de caaladdme. No entanto, € notdria a falta de
informacdes a respeito das praticas agropecuanid&rasil’® A dificuldade para se obterem
tais informacgdes, nas varias localidades estudatas,a que se postergasse um estudo mais
aprofundado do indice de tecnologia ligado a pradute mel.

Em certo sentido, os modelos desenvolvidos nestaltio apresentam carater geral.
Isso significa que os parametros por eles ajustadose prendem apenas a producéo de mel.
Pesquisas futuras poderdo aplica-los a outrasrasltel localidades diversas das estudadas
aqui.

'8 Na tentativa de se obterem dados para a realizc@ion estudo mais apurado sobre os indices deldgia

das diversas localidades, foram contatadas asagiies de apicultores do Rio de Janeiro, Santai@agmRio
Grande do Sul. Além disso, travou-se contato coiBebrae da area do entorno do Distrito Federal, que
demonstrou interesse em colaborar, a principio, estentrabalho. No entanto, todos esses contatelram-se
infrutiferos. Conseguiu-se, contudo, a colaboragdoCooperativa de Apicultores da regido de Sinwplici
Mendes, no Piaui. Ocorre que os dados nos foramdos/em uma data que tornou inviavel quaisquedest
mais aprofundados, em razdo dos prazos a serenridosip
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7. ANEXOS
7.1.Dados Gedanken: Breve Analise e Descricdo deasiionstrucao

Os dados gedanken foram gerados no software ligctav®, sendo utilizadas apenas
fungBes basicas do ambiente, como por exemplogfuand. Esta funcdo, a qual gera um
namero uniformemente distribuido no intervdld,1], foi utilizada para gerar valores

aleatorios dos parametras, A, B, u e Nop.

Os parametros foram gerados a partir de vetoresrmaposi¢coes, comegando no valor
vi e terminando envf . Para isso, foi utilizado o comandmspaceyi yf m . Tomando

prec= 0.Je m=50:

alpha= linspace(O- prec,2 preq ;

A=linspace(2,20n ;

B =linspace(G+ prec,in ;

u =linspace(G+ prec,n ;

Nop=linspace(G+ prec,10 ;

sendo os valores iniciais da producao geradostia gas vetores:
p0 =linspace(0.2, @ ,m ;

hO =linspace(0.2,2,m ;

Fixados os valores iniciais e dos parametros, eéadgsn+1 valores para a produgéo
e para o capital humano (no caso presemtel0). Estes valores sao calculados aplicando-se
um dos métodos de Runge-Kutta de quarta ordem taamranho do passo fixo, ao sistema de
equacOes diferenciais formado pelas equacdes delM&l(veja secdo 3.1.2), nas quais sao
substituidos os parametros e valores iniciais ektatnos.

Todo o processo anterior foi repetido 73 vezesue fprneceu como resultado 73
conjuntos de dados, cada um com 11 valores comdsptes a producdo e 11
correspondentes ao capital humano. A partir dess®po modelo B foi aplicado a cada um
dos 73 conjuntos de dados, que foram classificaosordem crescente. A classificacao
desses conjuntos foi feita segundo a recuperadiaaato parametra, relativo ao indice de
tecnologia. Dessa forma, o conjunto que obteve aangecuperacdo do paramesofoi
classificado em primeiro lugar; o conjunto que wvbt@ segunda melhor recuperacdo do
parametrcA ficou em segundo lugar, e assim por diante.

A sequir (Tabelas 23 a 26),apresentam-se os pax@srggrados pelos dados gedanken
segundo o algoritmo acima. Estdo juntos também avnpetros recuperados e 0S erros
relativos aos valores gerados desses parametrds. @a dos setenta e trés conjuntos de
dados gedanken é definido comdlgi < 73:
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Tabela 23.Parametros gerados pelos dados gedanken — Caghtngl8.

gl

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A

0,85102 8,040816

0,827699H996055
0,0274070,254298

B u Nop

0,687755 0,5234481633
0,294418 0,226528004676
0,571914710,566411 0,388304

g2

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A
0,508163,285714

B u Nop
0,265306 0,173468363265

0,46393 5,992329 0,4598138 [®8894£99116

0,087044 0,39821

0,733145121,8218020,214379

g3

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A
0,785718,857143
0,49947%,99995
0,3643020,322586

B u Nop
0,577551 0,92653,161224
0,4692426 0,540356999959
0,1875304%,416796 0,18848

g4

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A

0,165306 2
0,129428329256
0,2170732,164628

B u Nop
0,246939 0,74285bH,959184
0,053370 0,201548263258
0,78387229,7286850,116782

95

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A
0,655102,122449
0,590688001751
0,098326 0,45587

B u Nop
0,577551 0,320408534694
0,376924 0,270699,024358

0,34737608),155144 0,421441

g6
Parametros o A B u Nop
Dados Gerados 0,589796,265306 0,246939 0,320408969388
Dados Recuperados 0,369258066763 0,478737 0,574628887099
Erro Relativo 0,3739220,152215 0,93868409,7934090,298776
g7
Parametros o A B u Nop

Dados Gerados

0,52449 6,081633

0,118367 0,1918322449

Dados Recuperados 0,472089324796 0,113372 0,456464,905993
Erro Relativo 0,0999080,124446 0,042197571,3794541,112422
g8
Parametros o A B u Nop

Dados Gerados
Dados Recuperados
Erro Relativo

0,9 9,510204

0,909128856130

0,797959 0,5775353061
0,838921 0,720838688635

0,0101430,279076 0,051333840,24808 0,31093

Continua...
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Continuacao ddabela 23

g9

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A

0,704082 2
0,623329796410
0,1146931,398205

B u Nop
0,430612 0,357143,373469
0,204539 0,067112928855
0,52500348),812088 0,210944

gl10
Parametros o A B u Nop
Dados Gerados 0,5081631,44898  0,614286 0,797953,534694
Dados Recuperados 0,44794948601 0,192159 0,571448186748
Erro Relativo 0,1184450,337071 0,68718252,2838620,467382
gll
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,540816,428571 0,485714 0,338775979592
Dados Recuperados 0,48673H 002640 0,483318 0,530885998415
Erro Relativo 0,099886 0,10575 0,00493377,567068 0,3736
gl2
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,78571%,387755 0,467347 0,283678989796

Dados Recuperados
Erro Relativo

0,709965990058
0,0964080,189191

0,261451 0,11123%,115280
0,440563010,607871 0,43099

g13

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A
0,671428,571429
0,537139766951
0,2000070,122421

B u Nop
0,136735 0,7979589383673
0,024191 0,329508,091706

0,82308334,587067 0,392664

gld

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A

0,85102 8,367347

0,879725003965
0,0337310,282453

B u Nop

0,173469 0,3020291837
0,095754 0,138142647366
0,44800558),542639 0,385611

gl5
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,557143,714286 0,908163 0,92653%,57551
Dados Recuperados 0,4453%/901144 0,371693 0,65380®,052590
Erro Relativo 0,2006430,235037 0,59072008),294358 0,333036
gl16
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,589798,306122 0,926531 0,83469%,383673
Dados Recuperados 0,4453@,040889 0,327896 0,591820,978844

Erro Relativo

0,2448730,827183

0,64610326,290973 0,406126

Continua...
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Continuacao daabela 23.

gl7

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,606129,020408 0,136735 0,54081®908163
0,494457,040825 0,424426 0,949574,832196
0,1842280,330316 2,10400044,7558124,320847

g18

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,295918,142857 0,155102 0,88979K777551
0,292868099250 0,024245 0,280685875969
0,0103080,940671 0,843686410,6845510,373071

Tabela 24.Parametros gerados pelos dados gedanken — Canpffica g36.

g19

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,818362,489796 0,467347 0,302044,767347
0,7699F276790 0,228499 0,010008124244
0,0591851,119366 0,511072710,966892 0,09503

g20

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,622449,326531 0,632653 0,52244B171429
0,3215(,043622 0,362888 0,673048122030
0,48349 1,597697 0,426403822882550,285773

g21

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,491833,795918 0,210204 0,430612736735
0,51158631749 0,138042 0,27947,159135
0,0401480,483633 0,343296510,350992 0,380653

g22

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,671428,469388 0,37551 0,834694,544898
0,610890762185 0,072986 0,475268,135213
0,090165 0,37263 0,805635940,430618 0,349912

g23

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,459188,755102 0,338776 0,908168171429
0,433823875935 0,352031 0,621514,907343
0,05523 0,020996 0,039126143156360,315709

Continua...
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Continuacao daabela 24.

g24

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,589796,734694 0,614286 0,559183,534694
0,44221%011512 0,489357 0,498708993869
0,2502230,107382 0,203372530,10815 0,412815

025

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,52449 4,122449 0,706122 0,7682289796
0,4726Zp464011 0,180275 0,35161A4014681

0,0988840,325428 0,74469723,5380940,219706

g26

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,753069,020408 0,283673 0,265308,797959
0,723965476290 0,172225 0,168115122679

0,038638 0,28204 0,392873840,3663370,477169

g27

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,6387768,959184  0,65102 0,46734G,767347
0,3770%1961044 0,439794 0,643429011600
0,4097710,505624 0,32445453,376768 0,259444

g28

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,671429,857143 0,228571 0,1 8,989796
0,57893,069060 0,179295 0,2253@9818113
0,1377620,427687 0,215581591,25369 0,352809

g29
Parametros o A B u Nop
Dados Gerados 0,687759,346939 0,1 0,8530686,363265
Dados Recuperados 0,499698001013 0,468686 0,53980,000065
Erro Relativo 0,273443 0,35797 3,68686 0,36721®,21423
g30
Parametros o A B u Nop

Dados Gerados
Dados Recuperados
Erro Relativo

0,85102 3,795918 0,320408 0,26%3989796
0,803364930102 0,341661 0,53088B8834001
0,0559990,228091 0,066331681,0010390,128567

g31

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,655108,755102 0,155102 0,65102 3,332653
0,613298969438 0,169752 0,806709,981260
0,0638130,037243 0,09445462,239132 0,494683

Continua...
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Continuacao daabela 24.

g32
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,720408,571429 0,577551 0,50408R 716327
Dados Recuperados 0,4619%1010151 0,418786 0,516500€993906
Erro Relativo 0,3587060,085412 0,27489399,024635 1,909647
g33
Parametros o} A B u Nop
Dados Gerados 0,883679,836735 0,834694 0,88979%,181633
Dados Recuperados 0,925555442683 0,435856 0,860644,932761

Erro Relativo

0,0473960,345038

0,477825410,032766 0,397093

g34
Parametros o} A B u Nop
Dados Gerados 0,802045%,918367 0,889796 0,595918191837
Dados Recuperados 0,7595%4,456584 0,287298 0,12782%5428832

Erro Relativo

0,0529460,078025

0,67711940,785497 0,409386

g35
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,671429,632653 0,632653 0,65102 1,514286
Dados Recuperados 0,496905000243 0,469833 0,540544,999870
Erro Relativo 0,2599270,651752 0,25736004,169693 2,3018
g36
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,344898 2 0,173469 0,41224%,989796

Dados Recuperados
Erro Relativo

0,265125023137
0,2312940,011569

0,120200

0,446868,401148

0,30708138),083967 0,06548

Tabela 25.Parametros gerados pelos dados gedanken — CagBifaa g54.

g37
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,63877@,979592 0,908163 0,614288736735
Dados Recuperados 0,551063,954867 0,288555 0,154949944736
Erro Relativo 0,1373170,998551 0,6822653 0,74771B8323277
g38
Parametros o A B u Nop
Dados Gerados 0,230618,755102 0,191837 0,816324,94898
Dados Recuperados 0,3033/751405 0,523060 0,758038253976

Erro Relativo

0,31551 0,000642 1,7265860]0714040,061628

Continua...
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Continuacao daabela 25.

g39

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A
0,883673,816327
0,848724092270

B u Nop
0,706122 0,797958787755
0,774915 0,877948527865

0,03955 0,257093 0,097424241002420,257164

g40
Parametros o} A B u Nop
Dados Gerados 0,785716,897959 0,357143 0,963265140816
Dados Recuperados 0,49912000092 0,469250 0,540332999967
Erro Relativo 0,3647540,130164 0,31389919,4390620,207484
g4l
Parametros o} A B u Nop
Dados Gerados 0,818362,653061 0,797959 0,96326K777551
Dados Recuperados 0,8088%1055963 0,018812 0,010008€,028802
Erro Relativo 0,0115750,905709 0,97642503,9896190,224846
g42
Parametros a A B u Nop

Dados Gerados
Dados Recuperados
Erro Relativo

0,75306%,428571
0,67638576897
0,1018730,027323

0,155102 0,13673%,57551
0,094714 0,067368,393801
0,38934559,507369 0,287995

043
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,622448,265306 0,393878 0,559183,363265
Dados Recuperados 0,493943000504 0,469982 0,53978%,999692
Erro Relativo 0,2064530,139631 0,19321668),0346890,214288
g44
Parametros a A B u Nop

Dados Gerados
Dados Recuperados
Erro Relativo

0,883673,306122
0,393568017495
0,5546280,820107

0,1 0,33877@,544898
0,507104 0,643414996588
4,071039 0,899243099384

045

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A
0,606123,795918
0,592848)220042
0,0219130,638613

B u Nop
0,44898 0,779592,928571
0,144995 0,517479,053827
0,677056880,33622 0,725697

g46
Parametros o A B u Nop
Dados Gerados 0,52449 7,22449 0,1 0,2103(®65102
Dados Recuperados 0,425685254645 0,281555 0,801768987235

Erro Relativo

0,1883830,549498

1,815552 2,814248,07779

Continua...
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Continuacao daabela 25.

g47

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A

0,52449 8,040816

0,4703) 798008

B

0,162898

u Nop

0,853061 0,9265381633

0,71953,209832

0,1031690,278928 0,8090432 0,223408363228

g48
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,687755,591837 0,412245 0,155102585714
Dados Recuperados 0,62421%508141 0,401896 0,397118,350270

Erro Relativo

0,0923870,372632

0,025103761,560341 0,260368

g49
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,769388,530612 0,834694 0,853062,120408
Dados Recuperados 0,46783,239952 0,301025 0,67632%,789593
Erro Relativo 0,3919360,268522 0,63935862,207176 1,258807
g50
Parametros o} A B u Nop
Dados Gerados 0,377558,367347 0,228571 0,118369,363265
Dados Recuperados 0,6786953,738445 0,220069 0,342285374471

Erro Relativo

0,7975070,314186

0,03719719,8917230,155391

g51
Parametros o A B u Nop
Dados Gerados 0,295918,306122 0,155102 0,265308,57551
Dados Recuperados 0,179929937717 0,045071 0,333468959860
Erro Relativo 0,3919620,795976  0,70941 0,256919,345277
g52
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,720408,489796 0,302041 0,173469,52449
Dados Recuperados 0,491618)000048 0,470939 0,539639999970
Erro Relativo 0,3175951,409855 0,55918733,110866 0,980586
g53
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,655102,55102 0,577551 0,577552,52449
Dados Recuperados 0,43761,029664 0,431311 0,520000980662
Erro Relativo 0,3319870,201477 0,2532072%),099646 0,972938
g54
Parametros o A B u Nop
Dados Gerados 0,459189,836735 0,1 0,155103,353061
Dados Recuperados 0,473808183748 0,098364 0,351598948722

Erro Relativo

0,0318370,371362

0,0163645 1,266881075534
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Tabela 26.Parametros gerados pelos dados gedanken — Cangbtica g73.

g55

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,785718,918367 0,246939 0,871429363265
0,6354%,234147 0,028807 0,3366(8,248268
0,191186 0,11561 0,8833445%,6137330,175224

g55

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,41020%,061224 0,136735 0,504082,787755
0,4573@1002352 0,432764 0,588874,997652
0,1149660,149956 2,1649855@,1682110,431294

g57

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,9 5428571 0,37551 0,761@2467347
0,809613100133 0,094013 0,389068,533809
0,10043 0,060502 0,7496380488897 0,03451

g58

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,491834,122449 0,779592 0,577554,322449
0,492243,033264 0,522897 0,57766970751
0,0008220,463515 0,32926903,000181 1,140306

059

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,867342,489796 0,706122 0,614286514286
0,79869)163137 0,570947 0,672468974652
0,0791571,475358 0,19143349,094717 2,285147

g60

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,720408,142857 0,228571 0,283678110204
0,722633498463 0,739674 0,8524545374424
0,0030891,067693 2,236078512,005061 2,940198

g61

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop
0,589798,469388 0,338776 0,504082,363265
0,422115928313 0,384349 0,622542,045576
0,2843 0,708749 0,1345237 0,23500207077

g62

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A B u Nop

0,655103,102041 0,338776  0,72449 5,757143

0,69411%882272 0,115104 0,377548033969
0,0595530,152925 0,660235670,4788770,125613

Continua...
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Continuacao daabela 26.

g63

Parametros
Dados Gerados

o A

0,85102 3,469388

B u Nop
0,393878 0,68793%5102

Dados Recuperados 0,497433999811 0,469336 0,540283000121
Erro Relativo 0,4154860,729357 0,19157683,2144250,029295
g64
Parametros o} A B u Nop

Dados Gerados
Dados Recuperados
Erro Relativo

0,508163,959184
0,3293'4)693574
0,3518420,438068

0,136735 0,173468,736735
0,100393 0,212384,658810
0,26578564,224331 0,24676

g65

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A
0,720408,795918
0,642928734786
0,1075530,016105

B u Nop
0,65102 0,577551,777551
0,279298 0,322957,196558
0,57098338),440816 0,203276

g66

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A
0,606123,102041
0,642535825141
0,0600760,054272

B u Nop
0,37551 0,981633,969388
0,056072 0,876843757916
0,850678970,10675 0,173828

g67

Parametros
Dados Gerados
Dados Recuperados

Erro Relativo

o A
0,312248,795918
0,323333101280
0,0355260,607327

B u Nop
0,173469 0,797938585714
0,042653 0,325085541382

0,75411964,592604 0,354581

g68
Parametros o A B u Nop
Dados Gerados 0,655108,102041  0,72449 0,944898,353061
Dados Recuperados 0,49941681000029 0,469268 0,540362999978
Erro Relativo 0,2376540,176006 0,35227802,428126 0,065959
g69
Parametros o A B u Nop

Dados Gerados

0,47551 4,285714

0,742857 0,6326382857

Dados Recuperados 0,4473(®982410 0,457547 0,5417086,043492
Erro Relativo 0,0593260,395896 0,38407163,143755 0,16133
g70
Parametros o A B u Nop
Dados Gerados 0,459184,938776 0,1 0,72449 8,585714
Dados Recuperados 0,482162098771 0,028019 0,373932005054

Erro Relativo 0,0500410,234875 0,7198077 0,483869300576

Continua...
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Continuacao daabela 26.

g7l
Parametros a A B u Nop
Dados Gerados 0,671428,367347 0,522449 0,816327,908163
Dados Recuperados 0,5428%,073826 0,236491 0,7113% 035194
Erro Relativo 0,1914310,274104 0,5473407 0,128545544373
g72
Parametros o} A B u Nop
Dados Gerados 0,834694,938776 0,981633 0,65102 5,959184
Dados Recuperados 0,7904&,612579 0,298434 0,201919507553
Erro Relativo 0,0529860,136431 0,695982610,689856 0,075787
g73
Parametros o A B u Nop
Dados Gerados 0,753065%,918367 0,614286 0,816323,736735
Dados Recuperados 0,6895%531689 0,513995 0,851174,774316
Erro Relativo 0,084304 0,10363 0,16326499,042688 0,27767

Metade dos conjuntos de dados gedanken consegrearperacdes do parameo
dentro da margem de 30%. Isso € ilustrado na Fifuwra

" Producao e
v=0,30 - *

0.5

0 _--...

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 29. Grafico mostrando a distribuicdo dos dados gedanke
Os conjuntos de dados gedanken que forneceramaasnakelhores recuperacdes do

parametrA foram os denominados g38 e g36. A Figura 30 dBues ajustes obtidos pelo
modelo B, quando aplicado a esses conjuntos desdado
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A terceira e quarta melhores posicbes na class#icados conjuntos de dados
gedanken foram obtidas pelos assim denominado® @&&3. A Figura 31 ilustra os ajustes

obtidos pelo modelo B, para cada um desses conjientiados.
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Ao observar os graficos anteriores, pode-se candue boas recuperacbes do
parametrcA podem permitir bons ajustes do modelo B aos dgddanken.
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7.2.Problemas Encontrados nos Ajustes de Alguns Pmas Municipios

Para alguns municipios ndo foram obtidos bons egusém para o modelo A, nem
para 0 modelo B. Esses municipios foram os seguinBarmo, na Microrregido de
Cantagalo-Cordeiro; Sao José do Vale do Rio Pretdvlicrorregido Serrana e Varre-Sai, na
Microrregido de Itaperuna.

A Tabela 27 apresenta os dados de ajuste dos nsodetoB, para 0 municipio de

Carmo.

Tabela 27.Dados dos dos ajustes referentes ao municipicadad

. Modelo A Erro Modelo B Erro
Anos Producéao . .
Valor Gerado Relativo Valor Gerado Relativo
1 3,2040000  3,204000000000000 0 3,204000000000000 0
2 3,1170000  3,204000000000010  0,0279115  3,2040000000 0,000779049
3 3,2210000  3,204000000000030  0,0052779  3,2040000000 2,78559E-05
4 3,6850000  3,204000000000060  0,1305292  3,2040000000 0,01703786
5 1,2343000  3,204000000000110  1,5958030  3,2040000000  2,546588
6 1,2400000  3,204000000000200  1,5838710  3,2040000000  2,508647
7 1,2700000  3,204000000000360  1,5228350  3,2040000500  2,319025
8 1,2910000  3,204000000000640  1,4817970  3,2040000000  2,195723
9 1,0261000  3,204000000001140  2,1225030  3,2040000000  4,505018
10 1,0410000  3,204000000002020  2,0778100  3,2040000800  4,317294
11 1,0615000  3,204000000003560  2,0183700  3,2040008300  4,073818
Média  1,9446273  3,204000000000740 3,204000000000810
F?a"j‘go 1,092797576  0,000000000001124 0,000000000001531

Ao observar a média e o desvio padrdao dos valegesdgs pelos modelos A e B,
nota-se que ha uma discrepancia grande entre regsbidas e as medidas correspondentes da
producao. Portanto, os ajustes de ambos os madbooram bons.

A Figura 32 ilustra o comportamento da producaonaicipio de Carmo ao longo do
tempo:
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Figura 32.Grafico da produ¢do no municipio de Carmo.

O grafico da Figura 32 mostra um decrescimentotaadon da producao entre 0os anos
4 e 5. Ocorre que, entre esses dois anos, houveueaa da producdo da ordem de 66,5%.
N&do € simples para um modelo ajustar-se a tamaahac&o negativa na quantidade
produzida. Tudo indica que fatores alheios a texale ao capital humano produziram tal
comportamento.

A Tabela 28 apresenta os ajustes obtidos peloslo®fee B, referentes a producéo
do municipio de S&o José do Vale do Rio Preto.

Tabela 28.Dados dos dos ajustes referentes ao municipiédod&eé do Vale do Rio Preto.

. Modelo A Erro Modelo B Erro
Anos Producéo . .
Valor Gerado Relativo Valor Gerado Relativo
1 0,7200000 0,720000000000000 0,0000000 0,720000000000000 0,0000000
2 0,8100000 0,720000000000000 0,1112211 0,720000000000000 0,0123457
3 0,9160000 0,720000000000000 0,2139738 0,720000000000000 0,0457848
4 0,7280000 0,720000000000000 0,0109890 0,720000000000000 0,0001208
5 0,2770000 0,720000000000000 1,5992780 0,720000000000000 2,5576900
6 0,2770000 0,720000000000000 1,5992780 0,720000000000000 2,5576900
7 0,2800000 0,720000000000000 1,5714290 0,720000000000000 2,4693880
8 0,3900000 0,720000000000000 0,8461538 0,720000000000000 0,7159763
9 0,4000000 0,720000000000005 0,8000000 0,720000000000020 0,6400000
10 0,4520000 0,720000000000150 0,5929204 0,720000000000460 0,3515545
11 0,4800000 0,720000000004362 0,5000000 0,720000000013380 0,2500000
Média 0,5209091 0,720000000000411 0,720000000001260
FI,D aijsr\go 0,4520000 0,720000000000150 0,5929204 0,720000000000460 0,3515545

As médias e os desvios padrdo dos dois modelosBAestdo bastante discrepantes
da média e do desvio padrdo da producdo do mumidgso permite concluir o ajuste ruim
dos modelos.

A Figura 33 mostra o comportamento da producdo &mnl8sé do Vale do Rio Preto:
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Producao de Sao Jose do Vale do Rio Preto 2001-2011

Producaox 10%*(-4}
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Figura 33.Grafico da producao para Séo José do Vale do Ritw Pr

O grafico da Figura 33 mostra um decréscimo acdotda producdo entre os anos 4
e 5. A variacdo negtiva nesse intervalo de tempadoordem de 62%. Seria praticamente
aos modelos ajustarem-se a tamanho sdeuento.
comportamento deve-se a fatores alheios aos pa@Erdterminantes do modelo, como a

impossivel

tecnologia e o capital humano.

Os maus ajustes dos modelos aos dados de prodogaartcipio de Varre-Sai estao

ilustrados na Tabela 29 e na Figura 34.

Tabela 29.Dados deajuste dos modelospara 0 municipio des\&ar.

Parece que esse

. Modelo A Erro Modelo B Erro
Anos Producéo X .
Valor Gerado Relativo Valor Gerado Relativo
1 0,1600000 0,160000000000000 0,0000000 0,160000000000000 0,0000000
2 0,1800000 0,160000000000273 0,1111111 0,160000000000000 0,0123457
3 0,1800000 0,160000000000662 0,1111111 0,160000000000000 0,0123457
4 0,2500000 0,160000000001219 0,3600000 0,160000000000000 0,1296000
5 0,1450000 0,160000000002014 0,1034483 0,160000000000000 0,0107016
6 0,1500000 0,160000000003149 0,0666667 0,160000000000000 0,0044444
7 0,0734000 0,160000000004771 1,1798370 0,159999999999990 1,3920140
8 0,0763000 0,160000000007088 1,0969860 0,160000000000020 1,2033770
9 0,0830000 0,160000000010396 0,9277108 0,160000000000090 0,8606474
10 0,0910000 0,160000000015122 0,7582418 0,160000000000320 0,5749306
11 0,1500000 0,160000000021872 0,0666667 0,160000000000960 0,0044444
Média 0,1398818 0,160000000006051 0,160000000000125
gz;jsr\go 0,0548344 0,000000000007080 0,000000000000293
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Figura 34.Grafico da producgdo para o municipio de Varre-Sai.

116



Com respeito a este municipio, é interessante wusque, até o sexto ano, ambos 0s
modelos vinham ajustando-se bem a producao (vibdeld®9). O bom ajuste foi perdido na
passagem do sexto para o sétimo ano, quando hooadecréscimo de mais de 50% nessa
variavel (vide Tabela 29 e Figura 34). E pouco pveV que se encontre alguma explicacio
para tal decrescimento, apenas baseando-se emsfaitrinsecos ao modelo.

O caso do presente municipio é semelhante aosa®is anteriores. Nos trés casos, a
producdo sofre mudancas bruscas de comportameatcaqmprometem os ajustes. Ao que
tudo indica, fatores inerentes aos modelos nadaddia de explicar tal fato.

Para encontrar uma razédo para as anomalias na@r@das producdes em tela,
estudos adicionais precisariam ser feitos. Taleszd necessario implementar pesquisas “in
loco”. Ao que tudo indica, dessa forma poderiafsép um levantamento das razbes das
discrepancias apresentadas por esses municipiagjanproducoes.

7.3. As Mesorregifes do Rio de Janeiro e Resumo Bados Sécio Econémicos Sobre os
Municipios Estudados neste Trabalho

O estado do Rio de Janeiro € dividido em seis megiées geograficas (Figura 35) e
18 microrregifes. De cada uma dessas microrred@esscolhido um municipio, cada um
dos quais foi estudado aqui.

Serdo apresentados na sequéncia alguns dadosesOo@micos a respeito desses
municipios (Tabela 30). Os dados foram obtidosnggpalmente, da Federacdo das
Associacdes Comerciais e Empresariais do Estadddrianeiro (FACERJ, 2015).

P

MINAS GERAIS

NORTE \k
FLUMINENSE
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SUL ™
INENSE

i 3‘>‘“‘ 'g}f
~ 3l .

E“maggg;.'emKM Oceano Atldntico
o3

FONTE: Atlas Brasileiro de Desastres Naturais

Figura 35.Mesorregides do Rio de Janeiro.
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Tabela 30 Dados socio-econémicos dos municipios estudadsiad& RJ).

(1) Angra dos Reis

Localizagéo:
Populacao:
Area:

PIB:

Principais atividades econémicas:

MesorregidoSulFluminense
169.511 hab.
825,1 kni

10.973.424 mil reais

Industria naval e de pescado; terminal petroliferosmo e
agricultura (banana).

(2) Barra do Pirai

Localizacgdo: MesorregidoSulFluminense
Populacao: 94.778 hab.

Area: 579 knf

PIB: 1.493.524 mil reais

Principais atividades econdmicas: Indastria, Corné@gropecuaria.
(3) Pirai

Localizagao: MesorregidaoSulFluminense
Populacgéo: 26.314 hab.

Area: 505,4 kni

PIB: 1.161.158 mil reais

Principais atividades econémicas:

IndUstrias: papel, nozes macadame e energia alétric

comércio e pecuaria leiteira.

(4) Rio Bonito

Localizacgdo: Mesorregido Metropolitana do Rio deeira
Populacéao: 55.551 hab.

Area: 456,5 knf

PIB: 962.501 mil reais

Principais atividades econémicas: Comeércio e imast

(5) Carmo

Localizagéo: Mesorregido Centro Fluminense
Populacéo: 17.434 hab.

Area: 322.4 knmi

PIB: 291.399 mil reais

Principais atividades econémicas:

Agropecuaria (tomate, feijdo, manga e bovinos)jstia e
comércio.

(6) Casimiro de Abreu

Localizacgdo:
Populacéao:
Area:

PIB:

Principais atividades econdmicas:

Mesorregido das Baixadas
35.347 hab.
460,8 kni

3.549.999 mil reais

Agricultura, comércio, industria e pecuaria de et de
leite.
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Continuacao daabela 30

(7) Campos dos Goytavazes

Localizagéo:
Populacao:
Area:

PIB:

Principais atividades econémicas:

Mesorregido Norte Fluminense
463.731 hab.
4.026,7 km

45.129.215 mil reais

Industria (acucar e alcool), comércio, pecuarialeite e
corte e agricultura (cana de agucar)

(8) ltaguai

Localizacgdo: Mesorregido Metropolitana do Rio deeira
Populacao: 109.091 hab.

Area: 272,9 knf

PIB: 3.698.896 mil reais

Principais atividades econdmicas:

Comeércio e adpureu

(9) Itaocara

Localizagéo:
Populacao:
Area:

PIB:

Principais atividades econémicas:

Mesorregido do NoroesteFluminense
22.899 hab.
431,3 ki

310.138 mil reais

Pecuaria leiteira, agricultura (cana de acucadyisiria de
cana de agucar e Comercio

(10) Macaé
Localizacgdo: Mesorregiao do Norte Fluminense
Populacéao: 206.728 hab.
Area: 1.216,8 ki
PIB: 14.459.881 mil reais
Servigos, comércio, indastria (extrativa de petrple

Principais atividades econdmicas:

agricultura e agroindustria de acucar.

(11) Miguel Pereira

Localizagéo:
Populacao:
Area:

PIB:

Principais atividades econémicas:

Mesorregido Metropolitana do Rio deell®
24.642 hab.
289,2 knf

345.443 mil reais

Comércio, agricultura (tomate e batata doce) péxude
leite

(12) Nova Friburgo

Localizacgdo:
Populacéao:
Area:

PIB:

Principais atividades econdmicas:

Mesorregido Centro Fluminense
182.082 hab.
933,4 knf
3.164.288 mil reais
Industria (téxtihetallrgica), comércio, servicos, turismo
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Continuacao daabela 30

(13) Paraiba do Sul

Localizagéo:
Populacao:
Area:

PIB:

Principais atividades econdmicas:

Mesorregido Centro Fluminense
41.084 hab.

580,5 kni

1.408.617 mil reais

Comércio, industria (ceramica e moéveis de aco)ufea
de leite, aricultura (milho, arroz, tomate, pimentdbébora

e cana de agucar)

(14) Santa Maria Madalena

Localizagéo:

Populacao:

Area:

PIB:

Principais atividades econémicas:

Mesorregido Centro Fluminense
10.321 hab.

580,5 krf

131.003 mil reais

Agropecuaria, COmércio e servigos

(15) Sao José do Vale do Rio Preto

Localizacgdo:

Populacao:

Area:

PIB:

Principais atividades econdmicas:

Mesorregido Metropolitana do Rio de Janeiro

20.251 hab.

220,4 krh
250.630 mil reais
Avicultura e olericultura

(16) S&o Pedro da Aldeia

Localizagéo:

Populacao:

Area:

PIB:

Principais atividades econémicas:

Mesorregido das Baixadas
87.875 hab.

332,8 ki

1.139.841 mil reais

Comeércio, agricultura, industria, turismo e pesca

(17) Varre-Sai

Localizacgdo:
Populacao:
Area:

PIB:

Principais atividades econdmicas:

Mesorregido do NoroesteFluminense

9.475 hab.
190,1 knf
134.378 mil reais

Agricultura (café e milho), pecuéria de leite, isttia de

vinhos, licores artesanais e torrefacdo de café

(18) Rio de Janeiro

Localizagéo:

Populacéao:

Area:

PIB:

Principais atividades econémicas:

Mesorregido Metropolitana do Rio de Janeiro

6.320.446 hab.
1.201,3 krh
220.924.561 mil reais

Industria, comércio, turismo, servigos, construgi&i

Fonte: FACERJ, 2015

122



123



7.4.Codigo do Modelo Utilizado em Linguagem Fortrar®s
PROGRAMA: XBOBYQA

Objetivo: Algoritmo para ajustar os parametros dod®lo B de forma a que se possa
avaliar e prever a producdo de mel de municipioRidade Janeiro, durante certo periodo de
tempo.

As restricdes sobre os parametros sao:

O<alphal<=1, 0<A<=10, !0<B<=1, !0<u<=1, 0<Nop<=1.

O solver do problema foi o software BOBYQA (POWE009})°.

PROGRAM XBOBYQA

USE matrixk
implicit none

Definicdo da matriz de dados e dos demais matrzeserem utilizadas pelas
subrotinas do programa:

DMTXC ->

Matriz cujas entradas sédo os valores da producadondeerto municipio, por um
periodo de imax anos

W, X, XL, XU -> definidos no BOBYQA
PARAM -> vetor de parametros

yfpl, yfp2 ->

Matrizes cujas entradas sé@o os valores obtidos pékodo de Runge-Kutta para a
funcdo definida pela subrotina CALFUN. A primeiratniz yfpl possui valores gerados de
producao.

Ja a matriz yfp2 possui valores gerados de cadpitakno.

REAL(DBL), DIMENSION(L:imax) :: DMTXC

REAL(DBL), DIMENSION(9000) :: W

REAL(DBL), DIMENSION(Nre) :: X, XL, XU, PARAM

REAL(DBL), ALLOCATABLE, DIMENSION (;,:) :: yfp1, yip2

Defini¢cdo das variaveis a serem utilizadas:

O coédigpo do BOBYQA, na linguagem Fortran 77, podser encontrado em
http://mat.uc.pt/~zhang/software.htracesso em 21/09/2015.
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h -> tamanho do passo a ser aplicado no MétodaidgdrKutta
RHOBEG, RHOEND, F -> definidas no BOBYQA

yl, y2 -> valores iniciais para os subintervalofnigos no Método !deRunge-Kutta.
O primeiro valor corresponde a producao e o seglralor, ao capital humano.

REAL(DBL):: RHOBEG, RHOEND, h, y1, y2, xin, F
INTEGER::i,j, status

ALLOCATE(yfpl1(1:10*zstep+1,zlinl),yfp2(1:10*zstep;zlinl))
DMTXC=0.

status=0

h=1.0D-01

Neste bloco é feita a leitura do arquivo com osdate producéo e é definida a matriz

com esses dados.

allocatem: IF (status /=0) THEN

WRITE(*,*) Nao foipossivelexecutar o programa

ELSE

OPEN(UNIT=9, FILE='VarreL.txt, = STATUS='OLD', ACTIN="READ',

IOSTAT=status)

openl: IF (status /=0) THEN

WRITE(*,*) 'Nao foi possivel abrir o arquivo de daglVarreL.txt'

ELSE

DO i=1,imax

READ(9,*, IOSTAT=status) DMTXC(i)

END DO

END IF openl

END IF allocatem

Aqui é definida a matriz de parametros, assim coslimites inferiores dos mesmos:

PARAM= (/alphal,A, B, u, Nop/)
X=PARAM

RHOBEG= 1.0D-04
RHOEND=1.0D-06*RHOBEG
XL(1)=0.0D0O+eps

XL(2)=2.0D0
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XL(3)=(0.0D0+eps)
XL(4)=0.0D0O+eps
XL(5)=(0.0D0+eps)

Nas linhas seguintes estdo definidos os limitesrsogs dos parametros:

XU(1)=1.0D0
XU(2)= 1.0D01!
XU(3)= 1.0D0
XU(4)=1.0D0
XU(5)=1.0D01

Aqui é chamado o solver BOBYQA que fornecera unowvalinimo local aproximado
para a funcdo F, definida pela subrotina CALFUNr&8efornecidos também valores dos
parametros que minimizam F.

CALL BOBYQA

(DMTXC,N,NPT,X,XL,XU,RHOBEG,RHOEND,IPRINT,MAXFUN,WE)

No bloco seguinte, jacom os valores dos paramgtresninimizam a funcéo objetivo
definidos, é aplicado o método de Runge-Kutta macdlculo dos valores de producéo e
capital humano, durante o periodode tempo [1,imax].

j=1

Xin=REAL(1)

y1=DMTXC(1)

y2=DMTXC(12)

CALL Runge(DMTXC,X,j, xin, y1, y2, h, yfp1, yfp2)
predx: DO j=2,zlinl

xin = REAL())

yl = yfpl(zlin,j-1)

y2= yfp2(zlin,j-1)

CALL Runge(DMTXC,X,j, xin, y1, y2, h, yfp1, yfp2
END DO predx

No bloco a seguir € criado o arquivo com valoreprbelucdo e capital 'humano no
intervalo [1, imax]. E criado também um segundouiama com os valores de producdo no
conjunto discreto 1, 2, imax, sendo impressos enjuato com 0s erros relativos entre os
valores de producao gerados e aqueles fornecitoalimente pela matriz DMTXC.
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OPEN(UNIT=11, FILE="resultadoVarreL1N.txt', STATUREPLACE,
ACTION="WRITE', IOSTAT=status)

open2: IF (status /=0) THEN

WRITE(*,*)'Nao foipossivelcriar o arquivo resultadd’

else

WRITE(11, 113) X(1), X(2), X(3), X(4), X(5), F

113 FORMAT (‘alpha=',G13.7,1X,'A=",G13.7,1X,'B="&1, 'u=',G13.7, 'Nop=',
G13.7, 'F='G13.7)

wrtx:DO j=1,zlin1-1

wrt: DO i=1,zlin

WRITE(11,115) j+(1.0D-01)*(i-1), yfp(i,j), yfp2()

115 FORMAT(G13.7,1X,G13.7,1X, G13.7)

END dowrt

END DO wrtx

END IF open2

OPEN(UNIT=13, FILE="resultadoVarreL21N.txt', STATHREPLACE',
ACTION='WRITE', IOSTAT=status)

opend: IF (status /=0) THEN

WRITE(*,*)'Nao foipossivelcriar o arquivo resultadd’

ELSE

WRITE(13,111)

111 FORMAT(5X,'Producao’,6X,'Valor Gerado',3X,'ERelativo’)

wrtx1: DO j=1,zlin1

IF(j==1) THEN

WRITE(13,119) j, DMTXC()), yfp1(1,1),0

119 FORMAT(I3, 1X,G13.7,2X,G20.14,7X 13)

ELSE

WRITE(13,121) j, DMTXC()),yfpl(zlinl,j-1),  ((DMTXCj)-yfpl(zlinl,j-
1))*(DMTXC(j)-yfp1(zlin1,j-1)))/(DMTXC(j)*DMTXC()))

121 FORMAT(I3, 1X,G13.7,2X,G20.14,2X, G13.7)

END IF

END DO wrtx1
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END IF open3
CLOSE(UNIT=13)
CLOSE(UNIT=11)
CLOSE(UNIT=9)
DEALLOCATE(yfp1, yfp2)

END PROGRAM XBOBYQA

SUBROUTINE CALFUN (DMTXC,Nin,X,F)
Funcéo que calcula a soma dos residuos quadragacasim vetor X de parametros.
USE matrix

IMPLICIT NONE

INTEGER, INTENT(IN) :: Nin

REAL(DBL), INTENT(IN), DIMENSION (Nin) :: X
REAL(DBL), INTENT(IN), DIMENSION (1:imax) :: DMTXC
REAL(DBL), INTENT(OUT):: F

REAL(DBL), ALLOCATABLE, DIMENSION (:,}) :: yfpl, yip2
REAL(DBL) :: rsum2, rsuml

REAL(DBL):: xin, y1, y2, h=1.0D-1

INTEGER:: j
ALLOCATE(yfp1(1:10*zstep+1,zlinl),yfp2(1:10*zstep;linl))
rsum1=0.

rsum2=0.

No bloco a seguir sdo calculados os valores deigéiofe capitalhumano para todos os

valores entre [1, imax].

j=1

y1=DMTXC(1)

y2=DMTXC(12)

CALL Runge(DMTXC,X,j, xin, y1, y2, h, yfp1, yfp2)

pred: DO j=2,zlin1

xin = REAL())

yl = yfpl(zlin,j-1)

129



y2= yfp2(zlin,j-1)
CALL Runge(DMTXC,X,j, xin, y1, y2, h, yfp1, yfp2)
END DO pred

Célculo da soma dos residuos quadraticos

sumres2 : DO j=1,zlin1-1
rsuml=rsuml+(yfp1(10*zstep+1,))-DMTXC(1+zstep*))yfp1(10*zstep+1,j)-
DMTXC(1+zstep*)))

rsum2=rsum2+(yfp2(10*zstep+1,j)-
DMTXC(zlin1+1+zstep*)))*(yfp2(10*zstep+1,))-DMTXC(m1+1+zstep*)))
END DO sumres2

F=rsuml+rsum?2

END SUBROUTINE CALFUN

MODULE matrixk
Este médulo serve de interface para as diversaetguds utilizadas no programa:

Funcbes fl1, f2 -> Calculam os valores dos segumdesibros das equacdes que
definem o Modelo de Lucas.

Funcdo fint -> Retorna um vetor cujas componerfiesos valores de f1 e 2.

Runge: Utilizada na solucdo dos problemas de vaioial que definem o Modelo B,
através do Método de Runge-Kutta de Quarta Ordemtamanho do passo fixo.

BOBYQA: solver utilizado

IMPLICIT NONE

save

Definicdo das diversas variaveis empregadas pelgrgma:

Nre -> numero de parametros econémicos.

zlinl -> Variavel que define o nimero de intervadosle sera aplicado o Método de
Runge-Kutta. Esse valor fica estabelecido pelo marde 'anos de producao considerado.

imax -> Numero de dados empiricos de producéo itatdpmano.

N, NPT,NPAR,MAXFUN,IPRINT -> definidos no BOBYQA.

Estdo também definidos os valores iniciais dosrpatés alphal, A, B, u e Nop.

INTEGER, PARAMETER :: DBL=selected_real_kind(p=1520) definicdo do tipo
das variaveis reais utilizadas.
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INTEGER, PARAMETER::Nre=5, &

zlin1=11, &

imax=2*zlinl, &

zstep=1, &

N=Nre, &

NPT=11, &

NPAR=N, &

MAXFUN=90000, &

IPRINT=2

REAL(DBL), PARAMETER :: alphal=5.0D-01, &
A=6.0D0, &

B=5.0D-01, &

u=5.0D-01, &

Nop= 5.0D0

contains

REAL(DBL) FUNCTION f1(DMTXC,jnb,zparam,y1,y2)

Funcao que define o segundo membro da equacgéaertifal da producdo, no Modelo

Neste bloco sao definidas as novas variaveis:
jnb -> extremo inferior de um intervalo anual. Padeeber qualquer valor natural
entre 1 e 11.
msigma -> expoente de -1, que vai definir o simakdgundo membro da equacéao de
producao do Modelo B.
REAL(DBL),INTENT(IN) :: y1,y2
INTEGER, INTENT(IN) :: jnb
REAL(DBL), INTENT(IN),DIMENSION (Nre) :: zparam
REAL(DBL), INTENT(IN), DIMENSION(1:imax) :: DMTXC

INTEGER :: msigma

Neste bloco éestablecio o sinal do segundo mentexmdacado diferencial que define
a producéo no Modelo B.

ext: IF (DMTXC(jnb+1) .LT. DMTXC(jnb)) THEN
msigma=1
ELSE
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msigma=2
END IF ext

Este é 0 segundo membro da equacéo diferencialafuree a producéo no Modelo B.

f1=(((-
1)*msigma)/zparam(5))*(zparam(1)*zparam(2)**(1/zpan(1)))*((zparam(4)*y2)**((1-
zparam(1))/ &

zparam(1)))*(y1**((3*zparam(1)-1)/zparam(1)))

END FUNCTION

REAL(DBL) FUNCTION f2(zparam2,y2)

Funcdo que define o segundo membro da equacaerdifal do capital humano, no
Modelo B.
REAL(DBL),INTENT(IN) :: y2
REAL(DBL), INTENT(IN),DIMENSION (Nre) :: zparam2

Este é o segundo membro da equacdo diferenciatigfike o capital 'humano no
Modelo B.
f2=(zparam2(3)*(1-zparam2(4)))*y2

END FUNCTION

FUNCTION fint(DMTXC,jnb,zparam3,y1,y2)
Funcao cujas componentes séo fl e f2, definidasaaci

REAL(DBL),INTENT(IN) :: y1,y2

INTEGER, INTENT(IN) :: jnb

REAL(DBL), INTENT(IN),DIMENSION (Nre) :: zparam3
REAL(DBL), INTENT(IN), DIMENSION(1:imax) :: DMTXC
REAL(DBL), DIMENSION(2):: fint
fint(1)=f1L(DMTXC,jnb,zparam3, y1, y2)
fint(2)=f2(zparam3, y2)

END FUNCTION
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SUBROUTINE Runge(DMTXC,zparaml,j, X, y1, y2, h, ¥fiyfp2)
implicitnone

Subrotina que estabelece o Método de Runge-Kuttad#an 4, com passo fixo.
Novas variaveis definidas nessa subrotina:

dydx1, dydx2 -> definem as diferengas entre osrealoem nds consecutivos, da
solucdo da equacdao diferencial integrada pelo MétiedRunge-Kutta.
xsub, ysubl, ysub2, yprol, ypro2, xpro -> variaveisais definidas para manter a

coeréncia da linguagem de programacao.

REAL(DBL), INTENT(IN), DIMENSION(Nre) :: zparam1l

REAL(DBL), INTENT(IN), DIMENSION(1:imax) :: DMTXC

REAL(DBL), INTENT(IN) :: h

REAL(DBL), INTENT(IN):: x, y1, y2

INTEGER, INTENT(IN):: j

REAL(DBL), INTENT(OUT), DIMENSION(1:10*zstep+1,zlit) :: yfp1, yfp2

REAL(DBL), SAVE :: xsub, ysubl, ysub2, dydx1, dydx2

REAL(DBL),ALLOCATABLE, DIMENSION (:,:) :: yprol, ypo2 , Xpro

INTEGER::i

ALLOCATE(xpro(1:10*zstep+1,zlinl),

yprol(1:10*zstep+1,zlinl),ypro2(1:10*zstep+1,zlihL)dydx1(1:10*zstep-1))

xpro=0.

yprol=0.

ypro2=0.

Idydx1=0.

xpro(1,j)=x

yprol(1,j)=y1

ypro2(1,j)=y2

xsub=xpro(1,))

ysubl=yprol(1,j)

ysub2=ypro2(1,))

Neste bloco sdo gerados os valores de producapilcaumano no intervalo [1,
imax]
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DO i=2,10*zstep+1

CALL INTERM(DMTXC,j,zparam1,xsub, ysubl, ysub2,dydx1, dydx2)
xpro(i,j)=xpro(i-1,))+h

yprol(i,j)=yprol(i-1,j)+dydx1 !(i-1)

ypro2(i,j)=ypro2(i-1,j)+dydx2

xsub=xpro(i,)

ysubl=yprol(i,j)!/sumd

ysub2=ypro2(i,j)

END DO

Aqui sdo estabelecidos os valores de saida datswbro

DO i=1,10*zstep+1
yfp1(i.j)=yprol(i,j)
yfp2(i,j)=ypro2(i,))

END DO

END SUBROUTINE Runge

END MODULE matrixk

SUBROUTINE INTERM(DMTXC,jnb,PARAMV,y1, y2, h, dydxIdydx2)
Subrotina que calcula as constantes a serem dsliza Método de Runge-Kutta.
USE matrix

IMPLICIT NONE

REAL(DBL), INTENT(IN), DIMENSION(1:imax) :: DMTXC
REAL(DBL), INTENT(IN):: y1,y2, h

INTEGER, INTENT(IN) :: jnb

REAL(DBL), INTENT(OUT) :: dydx1, dydx2
REAL(DBL),ALLOCATABLE, DIMENSION(:)::afun
REAL(DBL),ALLOCATABLE, DIMENSION(:,:):: k
REAL(DBL):: y11, y12, y21, y22

INTEGER :: |

allocate(afun(2),k(4,2))

k=0.

afun=0.

afun=fint(DMTXC, jnb,PARAMV,y1,y2)

DO j=1,2

k(1,j) = h*afun(j)

END DO

Ix1=x+(5.0D-1)*h

y11=y1+k(1,1)*(5.0D-1)

y12=y2+k(1,2)*(5.0D-1)

y21=y1+k(2,1)*(5.0D-1)

y22=y2+k(2,2)*(5.0D-1)
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afun=fint(DMTXC,jnb,PARAMV, y11,y12)

DO j=1,2

k(2,j) = h*afun(j)

END DO
afun=fint(DMTXC,jnb,PARAMV,y21,y22)

DO j=1,2

k(3,)) = h*afun(j)

END DO

afun=fint(DMTXC,jnb,PARAMV, y1+k(3,1),y2+k(3,2))
DO j=1,2

k(4,j) = h*afun(j)

END DO
dydx1=(1./6.)*(k(1,1)+2.*k(2,1)+2.*k(3,1)+k(4,1))
dydx2=(1./6.)*(k(1,2)+2.*k(2,2)+2.*k(3,2)+k(4,2))

END SUBROUTINE INTERM

135





