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Resumo
Compreender as propriedades estruturais de discordâncias cristalinas é fundamental
uma vez que estes defeitos governam os processos de deformação plástica em materiais.
Particularmente em semicondutores, esses estudos são importantes dada a relevância desses
materiais para a microeletrônica. Neste trabalho nosso foco serão as discordâncias cristalinas
parciais a 90o em silício. Para o estudo teórico em escala atômica das discordâncias
cristalinas, usamos simulações baseadas em metodologias quanto-mecânicas semi-empíricas
através de um método intimamente ligado ao tratamento tight-binding, uma vez que
considera em sua formulação que os estados eletrônicos cristalinos podem ser descritos
em termos de orbitais atômicos: Método da Matriz Densidade Tight-Binding de Ordem-N
(DMTB). Este método tem um custo computacional baixo o que permite que trabalhemos
com sistemas muito grandes de átomos na representação das estruturas – com milhares
de sítios inclusive. Em suma, descrevemos como produzir e representar as discordâncias
parciais a 90o em Si consideramos três modelos para sua estrutura de caroço: um não
reconstruído onde os átomos possuem uma coordenação quase quíntupla; um modelo
reconstruído com período igual ao período da rede perfeita; e um modelo com período
dobrado em relação ao da rede perfeita. Por fim, calculamos a variação da energia do
sistema com a distância entre as discordâncias e a superfície livre do Si.

Palavras-chaves: Semicondutores. Método da Matriz Densidade Tight-Binding. Silício.
Superfícies.



Abstract
Understanding the structural properties of dislocations is essential since these defects govern
the processes plastic deformation of materials. Particularly in semiconductors, these studies
are important given the relevance of these materials for microelectronics. In this work, our
focus will be the 90o partial dislocations in silicon. For the theoretical study of atomic-scale
crystal dislocations, we use simulations based on semi-empirical quantum-mechanical
methods closely linked to the tight-binding treatment, since it considers in its formulation
that crystalline electronic states can be described in terms of atomic orbitals: Density
Matrix Method Tight-Binding Order-N (DMTB). This method has a low computational
cost which allows us to work with very large systems atoms in structures representation -
including thousands of sites. In short, we describe how to produce and represent the 90o

partial dislocations in Si, we consider three models for its core structure: a unreconstructed
where the atoms have an almost fivefold coordination; a model reconstructed with period
equal to the perfect lattice; and a model with twice period comparing with the perfect
lattice. Finally, we calculate the range in energy of the system with the distance between
the dislocations and the free surface of Si.

Key-words: Semiconductor. Density Matrix Tight Binding. Silicon. Surface.
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1 Discordâncias Cristalinas

Neste capítulo, iniciamos com uma breve descrição sobre estrutura cristalina, em
seguida apresentamos alguns tipos de defeitos em cristais, e somente então discutimos
o defeito principal estudado neste trabalho: as discordâncias cristalinas. O estudo das
discordâncias cristalinas é motivado por estas estarem intimamente ligadas a processos de
deformações plásticas em materiais.

Abordaremos os aspectos geométrico-estruturais das discordâncias, bem como
suas classificações e tipos. Concentraremo-nos no estudo das discordâncias parciais a 90o,
consideraremos um modelo não reconstruído onde os átomos que formam o caroço possuem
uma coordenação quase quíntupla e por isso é chamada de quasi-fivefold(QFF)0; um
modelo totalmente reconstruído com o período igual ao período da rede perfeita, simple
period (SP)0; e um último também totalmente reconstruído, porém com período dobrado
quando comparado ao da rede perfeita, double period (DP)0.

1.1 Cristal
A física do estado sólido diz respeito em grande parte ao estudo dos cristais e dos

elétrons nos cristais. O estudo dos sólidos iniciou-se com a descoberta dos raios x e de várias
publicações contendo cálculos e previsões sobre propriedades cristalinas. A forma externa
regular dos cristais induziu os primeiros estudiosos a acreditar que eles eram formados
pela repetição uniforme de um mesmo bloco constituinte, com estudos posteriores essa
teoria foi confirmada e abriu caminho para vários estudos nos mais variados campos da
física, metalurgia e etc. (KITTEL, 1996)

Um Cristal ideal é construído pela repetição infinita de uma mesma estrutura
elementar. Esta estrutura é denominada base e pode ser um átomo, uma molécula ou um
grupo de átomos. A estrutura mais estável é obtida quando ocorre o maior empacotamento
possível do material, respeitando o tamanho atômico, o número e direcionamento das
ligações químicas por átomo e, consecutivamente, minimizando a energia. A disposição
periódica dos pontos da base apresentam simetrias que chamamos de Redes Cristalinas
ou Redes de Bravais1, com a Rede Cristalina e a Base descrevemos completamente um
cristal. As redes de Bravais são classificadas de acordo com suas células unitárias, eixos e
ângulos.
0 Usamos os nomes em inglês neste texto pois são os nomes comumente usados na literatura, as traduções

são: quasi-fivefold - coordenação quase quíntupla, simple period - período simples e double period -
período dobrado

1 Em homenagem ao físico Auguste Bravais por seus importantes estudos sobre cristais
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Figura 1 – Uma rede cristalina em duas dimensões

T = u1a1 +u2a2 ui ∈ Z (1.1)

r′ = r + T (1.2)

r′ = r +u1a1 +u2a2 (1.3)

Na imagem 1 temos uma rede cristalina em duas dimensões. Os vetores ai são
chamados de vetores de repetição. Uma rede em duas dimensões pode ser definida por dois
vetores de repetição a1, a2, se as configurações forem as mesmas quando vistas de um
ponto r como quando vistas de todo ponto r′, dizemos que a1, a2 são vetores de repetição
primitivos e também que a rede é primitiva, essa condição garante que não existe nenhuma
célula com área menor do que a gerada pelos vetores primitivos.

O conjunto de pontos r′ definidos pela equação 1.3 para todos u1,u2 ∈ Z define a
rede, um agrupamento periódico de pontos no espaço. Deste modo a rede fica definida
como uma abstração matemática. O mesmo conceito é estendido para redes em três
dimensões. Chamamos célula primitiva a unidade de volume mínimo que replicada preserva
a periodicidade do cristal. Na figura 2 temos um exemplo de uma célula de uma rede em
três dimensões com seus vetores primitivos representados.
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Figura 2 – Rede Tridimensional
- KITTEL, Charles. Introdution to Solid States Physics, 8th.

Em três dimensões o vetor de translação é definido por:

T = u1a1 +u2a2 +u3a3 ui ∈ Z

As redes em três dimensões são classificadas com relação às arestas e ângulos
poliédricos da rede. A tabela 1.1 sumariza as redes tridimensionais possíveis, as redes de
Bravais que podem ser vistas na figura 3.

Sistema Número de Símbolo Eixos e ângulos

Triclínico 1 P a 6= b 6= c;α 6= β 6= γ
Monoclínico 2 P,C a 6= b 6= c;α = γ = 90◦ 6= β
Ortorrômbico 4 P,C,I,F a 6= b 6= c;α = β = γ = 90◦
Tetragonal 2 P,I a= b 6= c;α = β = γ = 90◦
Cúbico 3 sc, bcc, fcc a= b= c;α = β = γ = 90◦
trigonal 1 R a= b= c;α = β = γ < 120◦, 6= 90◦

Hexagonal 1 P a= b 6= c;α = β = 90◦; γ = 120◦

Tabela 1 – Os 14 tipos de redes em três dimensões
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Figura 3 – As 14 Redes de Bravais

1.1.1 Índices de Miller

Ao se estudar cristais, frequentemente é necessário descrever certas direções e planos
cristalinos, para tal usa-se o método desenvolvido pelo mineralogista britânico William
Hallowes Miller, publicado em seu livro A Treatise on Crystallography em 1939.

Um plano pode ser determinado por três pontos não-colineares, para representar
um plano pela notação de Miller usa-se as seguintes regras:

• Encontramos as interseções sobre os eixos cristalinos em termos das constantes de
rede. Quando um plano não intersecta algum eixo, tomamos o valor da interseção
desse eixo como sendo infinito. Caso a interseção ocorra em algum número negativo,
representamos o número com uma barra em cima: −a= ā.

• Tomamos os inversos desses números e os reduzimos a três inteiros de mesma razão.
O Resultado é colocado entre parênteses.

• Planos paralelos possuem os mesmos índices de Miller e são planos equivalentes. Um
plano é dito equivalente a outro quando a configuração espacial dos átomos nos dois
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Figura 4 – Plano Cristalino interceptando os pontos 3,3 e 2, respectivamente nos eixos
a1,a2,a3

planos é igual. Assim definimos famílias de planos cristalinos como um conjunto de
planos equivalentes, por exemplo, no sistema cúbico simples os planos (1 0 0), (0
1 0), (0 0 1), (2 0 0), (1̄ 0 0), todos pertencem à mesma família de planos {1 0 0},
representamos uma família colocando um dos planos da família entre chaves. Isso
permite definir planos que intersectam a origem, pois nesse caso não poderíamos
determinar o inverso, o que fazemos então é tomar um plano paralelo que não passe
pela origem, pois como dito eles são equivalentes.

Na figura 4, vemos um plano cristalino que intercepta os eixos a1,a2,a3 em 3, 3 e
2, respectivamente. Então para determinar o plano cristalino segundo a notação de Miller,
tomamos os inversos desses números que são : 1

3 ,
1
3 ,

1
2 , multiplicando todos pelo mínimo

múltiplo comum dos denominadores, nesse caso seis, temos que este plano na notação de
Miller é (2 2 3). Como percebe-se as coordenadas são separadas apenas por espaços, e caso
houver um número negativo este deve ser representado com uma barra em cima. Alguns
planos para a geometria cúbica simples podem ser observados na figura 5.
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Figura 5 – Nesta imagem vemos alguns exemplos de planos cristalinos na geometria cúbica
simples

1.2 Defeitos em Cristais
Os sólidos cristalinos, mesmo os cuidadosamente crescidos em laboratório, apresentam

defeitos cristalinos, que podemos considerar como qualquer aperiodicidade na estrutura do
cristal. Na realidade cristal perfeito é uma idealização, pois acima de 0 K sempre existirá
uma concentração de defeitos em um cristal em equilíbrio termodinâmico.(PADILHA,
2000)

Existem vários tipos de defeitos que podem ocorrer em um cristal, cada qual
apresenta tamanho e características diferenciadas, o estudo desses defeitos só começou a
ser possível com o desenvolvimento das técnicas microscópicas, atualmente há diversos
tipos de microscópios que propiciam faixas de aumento de resolução de até 300.000.000
vezes. Os defetos cristalinos alteram várias propriedades dos materiais e isto permite o
estudo dos defeitos considerando a variação dessas propriedades (PADILHA, 2000). Um
exemplo disso, os defeitos puntiformes podem ser estudados com o auxílio de determinações
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de resistividade elétrica.

1.2.1 Defeitos Puntiformes

Os principais defeitos puntiformes existentes são os interstícios e as lacunas. Defeitos
puntiformes em metais não alteram a neutralidade elétrica desses, o que já não acontece
em sólidos iônicos. No caso da lacuna há a ausência de um átomo em um sítio cristalino
e no caso do interstício um átomo ocupa uma posição que não é um sítio cristalino, na
figura 6 podemos observar uma lacuna e um interstício. (PADILHA, 2000)

Figura 6 – À esquerda da figura observamos uma lacuna, ou seja, uma posição atômica
que está desocupada e à direita observamos um átomo ocupando uma posição
que não é um sítio atômico

Algumas vezes átomos são intencionalmente adicionados a um cristal para conferir-lhe
alguma mudança de propriedade desejável, quando isso ocorre há o aparecimento de um
defeito puntiforme, pode ser um defeito intersticial(dependendo do tamanho desse átomo),
ou um defeito substitucional quando ele substitui um átomo da rede.

1.2.2 Defeitos Bidimensionais

Os sólidos cristalinos também podem apresentar defeitos bidimensionais ou planares,
dentre os quais os principais são os contornos de grão, contornos de subgrão, contornos de
macla, defeitos de empilhamento, superfícies externas e fronteira de domínio.

1.2.2.1 Superfície

A superfície é um importante defeito cristalino, este defeito causa grande distúrbio
na estrutura e apresenta maior energia por unidade de área. Esta energia por unidade de
área é definida como tensão superficial entre as fases sólido e vapor. A energia da superfície
é decorrente das ligações insatisfeitas na superfície. (PADILHA, 2000)

1.2.2.2 Contornos de Grãos

Já os contornos de grãos são provenientes do fato de a maioria dos cristais serem
policristais, ou seja, um agregado de pequenos cristais denominado grãos, arranjados de
maneiras a preencher todo o espaço. Contornos de grãos são fronteiras bidimensionais que
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separam cristais de diferentes orientações em um agregado cristalino. A região do contorno
é bastante defeituosa, como podemos observar na figura 7.

Figura 7 – A figura mostra o contorno de grão em um sólido cristalino
(PADILHA, 2000)

1.2.2.3 Contorno de subgrão

Os contornos de subgrão ocorrem pelo fato de um monocristal ou grão de um
agregado cristalino poderem estar subdivididos em subgrãos que têm entre si pequenas
diferenças de orientação, em geral menores que 5o. A fronteira que separa dois subgrãos é
denominada subcontorno, como podemos ver esquematicamente na figura 8.

Figura 8 – A figura mostra um um contorno de subgrão representado esquematicamente,
em um mesmo grão há dois tipos de orientação gerando um contorno nesse
caso no segmento C̄H

1.2.2.4 Contornos de Macla

Esses defeitos decorrem de imperfeições que dividem duas regiões de um cristal
ou de um grão que são imagens especulares uma da outra, tais defeitos podem aparecer
durante a solidificação, deformação plástica, recristalização ou durante o crescimento do
grão. Na figura 9, pode-se observar uma macla para uma rede cúbica simples.
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Figura 9 – Uma macla para sistema cúbico simples.

1.2.3 Discordâncias Cristalinas

Este tipo é o defeito linear que estudamos neste trabalho, o estudo das discordâncias
cristalinas é justificado pelo fato de estas estarem intimamente ligadas aos processos de
deformações plásticas em materiais, além de muitas vezes servirem de sítios preferenciais
para impurezas heterovalentes e defeitos nativos.

Desde o século dezenove, observações experimentais feitas sobre deformações
plásticas em metais mostraram que no decorrer dos processos deformativos havia a
formação de bandas ou aglomerados deslizados em algumas porções destes materiais, os
quais seriam erados pelo cisalhamento entre distintas porções de uma determinada amostra.
No entanto, os esclarecimentos teóricos sobre estas observações só foram obtidos com
a descoberta de que os metais possuíam estruturas cristalinas, a partir do que pode-se
visualizar os deslizamentos como acontecendo entre porções adjacentes separadas por
planos cristalinos.

Se imaginarmos uma porção cúbica de um cristal qualquer como na figura 10, e se
visualizarmos neste um corte parcial coincidente com um determinado plano cristalino, ao
deslizarmos as partes separadas por tal corte, uma em ralação a outra, notaremos que a
estrutura original do cristal, na região que delimita o corte, será drasticamente alterada
de modo a acomodar as ligações entre a região que sofreu deslizamento e a que não sofreu.

A esta região unidimensional, com as características distintas do cristal original,
damos o nome de discordância cristalina. E, na verdade, as discordâncias não ficam restritas
a esta região, pois porções relativamente distantes a esta também sofrem influência elástica,
por isso a região onde há o deslocamento pode ser entendida apenas como o “caroço”
da discordância. A linha que limita o corte deslizamento recebe o nome de linha de
discordância (e representamos por ⊥), que será limitada por uma superfície livre, por
outra linha de discordância ou por um outro defeito. (ARAÚJO, 2006)
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Figura 10 – Discordância em visão contínua

Ainda na figura 10, podemos perceber que existem inúmeras maneiras de realizar os
deslizamentos sobre o plano de corte, sendo as discordâncias representadas em a) chamadas
de discordâncias laterais e em c) de discordâncias em parafuso. O fator de deslizamento b é
o módulo do vetor de Brugers, o qual representa a intensidade e o sentido das discordâncias
e que, ao lado da linha de discordância, caracterizada pelo vetor ~ξ, definem completamente
uma discordância. Podemos ainda ver que na discordância em parafuso que ~b é paralelo a
~xi, enquanto que na discordância lateral ~b é perpendicular a ~xi. Quando a discordância
não for em parafuso poderemos determinar o plano de corte, que passaremos a chamar de
plano de deslizamento, como sendo o plano que possuem uma normal dada pelo produto
~b× ~ξ,
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Figura 11 – Definição esquemática do vetor de Burgers real: (a)circuito de Burgers em um
cristal real com uma discordância cristalina e (b) em cristal perfeito referencial.
~ξ aponta para dentro do papel. Os sítios dentro da região em pontilhados
pertencem ao semi-plano cristalino “retirado” no processo de formação das
discordâncias.

Figura 12 – Definição esquemática do vetor de Burgers local: (a)circuito de Burgers em um
cristal perfeito referencial e (b) em cristal real com uma discordância cristalina.
~ξ aponta para dentro do papel. Os sítios dentro da região em pontilhados
pertencem ao semi-plano cristalino “retirado” no processo de formação das
discordâncias.
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Formalmente, podemos determinar o vetor de Burgers com o auxílio das figuras
11 e 12, onde as linhas mais escuras representam o que chamamos de circuito de Burgers.
Estas envolvem as discordâncias que, em ambas as figuras, possuem ~ξ apontando para
dentro do papel, logo os circuitos de Burgers devem obedecer à regra da mão direita. Na
primeira figura, o vetor de Burgers é dado pela diferença entre o circuito escrito sobre um
cristal perfeito e o escrito sobre um cristal que possui uma discordância, sendo chamado de
vetor de Burgers real. Já na segunda figura, ele é dado pela diferença inversa e é chamado
de vetor de Burgers local. Quando pudermos, por meio de translações e/ou distorções,
que não cruzem nem cortem o caroço, transformar um dado circuito de Burgers em outro
chamaremos estes dois circuitos de circuitos de Burgers equivalentes, os quais possuirão
como principal característica o fato de que a resultante dos diversos vetores de Burgers
dentro de cada um destes sempre será conservada.(HIRTH; LOTHE, 1982)

1.3 Materiais Covalentes e Semicondutores
Os semicondutores são representantes importantes dos materiais cristalinos, seu

estudo tem sido muito importante para o desenvolvimento científico e tecnológico, graças
aos semicondutores foi possível desenvolver os microchips utilizados nos computadores e
em vários eletrônicos que utilizamos hoje. Dentre os semicondutores o silício tem grande
destaque na indústria de eletrônicos, sua importância é tão grande que a região americana
onde se localizam as grandes empresas de eletrônicos nos Estados Unidos é chamada de
Vale do Silício.

Os semicondutores a 0 K possuem banda de valência totalmente preenchida e
banda de condução totalmente vazia, dessa forma funcionam como isolantes, por definição,
os semicondutores são um caso especial dos isolantes, definimos um semicondutor como
aquele que possui gap (banda de energia proibida) de no máximo 3 eV. Como os materiais
semicondutores tem um gap relativamente estreito, o silício por exemplo tem um gap da
ordem de 1,1 eV, os elétrons da camada de valência podem ser excitados (por energia
térmica, radiação de luz, raios γ e etc), e migrarem para a banda de condução , desta
forma são gerados dois portadores de carga: a lacuna que o elétron deixa na banda de
valência, e o elétron na banda de condução.

As propriedades elétricas dos semicondutores são influenciadas pela presença de
impurezas, quando um semicondutor tem seu comportamento elétrico baseado apenas
na estrutura eletrônica em sua forma pura dizemos que é um semicondutor intrínseco,
nos casos em que a características elétricas são devidas a presença de átomos de outros
materiais (impurezas), dizemos que o semicondutor é extrínseco.

Muitos materiais que apresentam ligações covalentes e têm grande importância
científica e tecnológica solidificam-se em estruturas cristalinas. Com efeito, o silício que é



Capítulo 1. Discordâncias Cristalinas 29

usado na indústria microeletrônica cristaliza-se na estrutura do diamante cúbico (DC).
Esta é uma estrutura composta por duas redes fcc interpenetradas, separadas ao longo
da diagonal principal por um quarto do parâmetro de rede. Esta seleção é devida a
grande estabilidade dos quatro orbitais sp3, tetraedricamente direcionados, formados a
partir da hibridização dos orbitais eletrônicos dos elétrons ns2 e np2 mais externos de
cada átomo (ASCHROFT, 1976) . Esta estrutura além de muito estável apresenta baixo
número de coordenação (quatro) e produz bandas de valência completamente preenchidas
e bandas de condução completamente vazias, com a largura do gap diminuindo com n em
decorrência dos efeitos de blindagem. As ligações covalentes, bem como essas estruturas,
são características dos semicondutores, como no caso o silício que tem gap = 1,12 eV.

Tal como na estrutura cúbica de face centrada (fcc), que é uma das mais comuns
nos metais cristalinos, na estrutura dc o plano de agrupamento mais compacto é o plano
{1 1 1} e os menores vetores de repetição da rede são os vetores do tipo a

2〈1 1 0〉, onde a é
o parâmetro de rede (ASCHROFT, 1976). Também como nos metais, este é o plano de
deslizamento preferencial e os vetores de Burgers relativos às discordâncias observadas,
pertencem a este grupo. Apesar destas similaridades, as discordâncias em metais fcc e
em semicondutores covalentes possuem propriedades bastantes diferentes. Para melhor
entender e caracterizar as discordâncias na estrutura dc3, citaremos algumas das suas
características, peculiarmente, distintas daquelas presentes em metais fcc.

A primeira é a existência de tipos de planos de deslizamento distintos que podem
ser tomados na estrutura dc, ambos pertencentes à família {1 1 1} , isso ocorre devido à
presença de duas sub-redes fcc nessa estrutura. Ambos pertencem ao grupo 111 e podem
ser vistos com o auxílio da figura 13. No do tipo shuffle, a linha da discordância se situa
entre os planos de átomos que apresentam menor número de ligações e maior separação
interplanar,

√
3a
4 , enquanto que nos do tipo glide a linha de discordância se situa entre

os planos que permitem maior número de ligações (o triplo, para ser mais exato), com
uma distância interplanar menor,

√
3a

12 . Apesar dos dois tipos de planos serem “deslizáveis”
em princípio, observa-se que as discordâncias do tipo glide são as mais relevantes para os
processos deformativos.
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Figura 13 – Nesta figura são representados os dois possíveis planos de deslizamento,
pertencentes ao grupo {111}, para as discordâncias cristalinas: plano glide e
plano shuffle. As vogais representam a convenção para o perfeito empilhamento
das camadas de átomos, ou seja, uma alteração na ordenação original destas
produz as falha de empilhamento.

Outra característica própria das discordâncias em semicondutores covalentes é
que, dada a maior rigidez das ligações covalentes se comparadas às ligações metálicas,
as energias de caroço no primeiro caso são muito maiores que no segundo, gerando uma
maior dificuldade em se “maleabilizar” tais materiais, já que a formação de discordâncias é
fundamental para a realização deste processo. Por exemplo, o silício é quebradiço quando
em temperatura ambiente e para que abandone esta condição, apresentando uma razoável
maleabilidade, seria necessário aumentar-se a temperatura até aproximadamente 75% de
sua temperatura de fusão, ou seja, quando uma barra de silício puder ser “entortada” como
uma de metal, ela já estará próxima de iniciar seu processo de fusão. A terceira e última
característica diz respeito ao aparecimento de estados eletrônicos localizados dentro do
gap por ocasião da presença das discordâncias. A natureza destes estados eletrônicos é
um problema central em física de semicondutores, uma vez que as discordâncias podem
agir como centros de recombinação e espalhamento de portadores de carga. A ocupação
destes estados possibilita às discordâncias adquirirem cargas elétricas, tornando-se então,
susceptíveis a ação de campos eletrostáticos tanto quanto a campos elásticos. Portanto,
quando estudos a respeito da movimentação das (ou nas) discordâncias forem feitos
devemos levar em conta, além dos termos mecânicos, termos de origem eletrostática para
o hamiltoniano do sistema.
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2 Metodologia

Existem várias técnicas teóricas para o estudo da matéria no estado sólido, neste
trabalho investigamos as propriedades estruturais dos sólidos cristalinos através de uma
análise em nível quântico. Para tal é necessário fazer cálculos de minimização de energia
usando as equações básicas do movimento, que na mecânica quântica compreende a
Equação de Schrödinger. Esses cálculos tratam de sistemas formados por um número
grande de átomos, que pode ser da ordem de dezenas a centenas, o que torna natural o
uso de técnicas que sejam computacionalmente implementáveis, neste sentido há duas
famílias métodos de destaque, quais sejam: Os métodos Ab Initio, assim chamados por
realizar cálculos baseando-se apenas nas posições e interações atômicas sem utilizar nenhum
parâmetro obtido empiricamente, do outro lado residem os métodos semi-empíricos que
utilizam alguns parâmetros obtidos ou ajustados através de resultados experimentais.
Neste trabalho usaremos o método semi-empírico da Matriz de Densidade Tight-Binding
(DMTB), essa escolha é fundamentada pelo fato dos cálculos das estruturas que estudamos
necessitarem de um número muito grande de átomo, os métodos Ab Initio têm um custo
computacional alto, escalam com N3(onde N é o número de elétrons no sistema), enquanto
o método DMTB escala linearmente com N . Esta vantagem permite que trabalhemos com
sistemas maiores, entretanto reduz o escopo de aplicações face ao número de aproximações
necessárias.

2.1 Mecânica Quântica
A mecânica quântica é o ramo da física que estuda sistemas cujas dimensões são da

ordem do tamanho dos átomos, tais como moléculas, elétrons e etc. Como qualquer teoria
na ciência, ela é aceita porque funciona BALL (2003) e foi fundamental no desenvolvimento
científico, pois só através da mecânica quântica é que certos fenômenos microscópicos
puderam ser entendidos. Algumas ideias foram fundamentais para elaboração desta teoria
e foram fundamentadas em uma série de experimentos, uma dessas ideias principais é sobre
o comportamento dos elétrons, conforme De Broglie indicou os elétrons têm propriedades
ondulatórias, tão logo seu comportamento pode ser descrito por uma função de onda, que
comumente é representada por Ψ. Esta função contém toda informação possível que pode
ser conhecida sobre o sistema, e deve satisfazer às condições:

• Deve ser unívoca.

• Deve ser contínua.

• Deve ser diferenciável.
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2.1.1 Observáveis e Operadores

Para cada estado de um sistema podemos medir várias de suas propriedades
como: Momento, massa, energia e etc.Cada uma dessas propriedades é chamada de uma
observável. Um dos postulados da mecância quântica afirma que os estados de um sistema
são determinados por uma função de onda e esta determina o valor das várias observáveis
do sistema, para se obter o valor de uma observável aplicamos na funçao de onda o operador
correspondente àquela observável. A mecânica quâtica também postula que para cada
observável física de interesse há um operador correspondente. Um exemplo de operador é
o de momento, que é definido como:

P̂x =−i} d
dx

Todos operadores na mecânica quântica são hermitianos, o que significa que a
busca por uma observável vai gerar uma equação de autovalores, cujos autovalores serão
sempre números reais.

2.1.2 A Equação de Schrödinger

Erwin Schrödinger em 1925/1926 considerando todas ideias desenvolvidas sobre a
mecânica quântica até então, desenvolve a equação, talvez a mais importante da mecânica
quântica, que trata da observável energia. A equação de Schrödinger se baseia na função
de energia total ou função hamiltoniana:

Etotal =K+V (2.1)

Onde K é a energia cinética e V a energia potencial.

Em mecânica quântica a energia cinética de um sistema é dada por:

K =− ~2

2m

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

)

onde ~2 é a constante de Planck dividida por 2π (~2 = h/2π = (6,626×10−34J ·
s)/2π = 1,055×10−34J · s) e m é a massa da partícula.

Já a energia potencial varia conforme o sistema em questão e é função da posição.
Sendo assim, o operador hamiltoniano é:

Ĥ =− ~2

2m

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

)
+V (x,y,z) (2.2)
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E a Equação de Schrodinger unidimensional independente do tempo(para estados
estacionários),é: [

− ~2

2m

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

)
+V (x,y,z)

]
Ψ = EΨ (2.3)

2.2 Problema com Potencial Periódico
Essencialmente o problema eletrônico em um sólido é um problema de muitos

corpos. O hamiltoniano completo envolve além das interações elétron-núcleo, as interações
elétron-eletron. Por equanto, por simplicidade, vamos usar a aproximação de elétron
independente, ou seja, o potencial está relacionado apenas com as interações elétron-núcleo.

Como um cristal é um arranjo períodico de átomos, podemos considerar para o
problema eletrônico de um cristal um potencial periódico U(r) tal que:

U(r + R) = U(r)

Para todos vetores R da rede de Bravais. Assim a Equação de Schrödinger para um elétron:

[
− ~2

2m

(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2

)
+U(r)

]
Ψ = εΨ

Os elétrons independentes, cada qual obedeça a Equação de Schrödinger com
potencial periódico, são chamados de elétrons de Bloch. E os estados estacionários desses
elétrons podem se valer de uma importante propriedade como consequência do potencial
periódico que é resultado do teorema de Bloch, como vemos a seguir.

2.2.1 Teorema de Bloch

Teorema 2.2.1. Os autoestados Ψ do hamiltoniano de monoeletrônico H = −~252

2m +U(r),
onde U(r+R) = U(r), para todo R na rede de Bravais, pode ser escolhido para ter a forma
do produto de uma onda plana com uma função com periodicidade da Rede de Bravais:

Ψnk(r) = eik·runk(r) (2.4)

onde

unk(r + R) = unk(r) (2.5)

Para todo R na Rede de Bravais.

De 2.4 e 2.5 implica que:

Ψnk(r + R) = eik·RΨnk(r) (2.6)
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2.2.2 Primeira Prova do Teorema de Bloch

Para cada vetor R da Rede de Bravais definimos um operador de translação TR

que opera em uma função f(r), transladando o argumento por R:

TRf(r) = f(r + R) (2.7)

Como o hamiltoninano é periódico, temos:

TRHΨ =H(r + R)Ψ =H(r)Ψ(r + R) =HTRΨ (2.8)

Uma vez que 2.8 funciona para qualquer Ψ, nós temo que Tr é um operador
identidade.

TRH =HTR (2.9)

Além disso, o resultado de duas aplicação do operador TR não depende da ordem
com que eles sejam aplicados:

TRTR′Ψ(r) = TR′TRΨ(r) = Ψ(r + R + R′) (2.10)

Portanto,
TRTR′ = TR′TR = TR+R′ (2.11)

2.3 Aproximação de Born-Oppenheimer
Para determinar as estruturas eletrônicas dos nossos problemas necessitamos fazer

algumas considerações. Do ponto de vista microscópico, um sólido é uma coleção de núcleos
pesados, com carga positiva, e elétrons muito mais leves e com carga negativa.Consideramos
o hamiltoniano completo do problema de vários corpos:

Ĥ =−
N∑
i=1

1
25

2
i −

M∑
A=1

1
2MA

52
A−

N∑
i=1

M∑
A=1

ZA
riA

+
N∑
i=1

N∑
j>1

1
rij

+
M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

Tão logo, a equação de Schrödinger para o problema de vários corpos é:

ĤΨ(ri,RA) = EΨ(ri,RA)

A solução matemática para esse problema não é trivial. Então, para resolver o
problema algumas simplificações são necessárias. Como os núcleos são muito mais pesados
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que os elétrons, seus movimentos são muito mais lentos que os movimentos dos elétrons,
na prática o movimento de um elétron pode ser tratado como se os núcleos estivessem
fixos. Ou seja, embora os núcleos se movam, tratamos seu movimento independentemente do
movimento do elétrons, essa estratégia é conhecida como aproximação de Born-Oppenheimer.

Resumindo, a Aproximação de Born-Oppenheimer, consiste nas seguintes considerações:

• Elétrons movem-se em um campo devido a núcleos fixos.

• Energia Cinética dos núcleos negligenciada.

• Repulsão entre os núcleos é um fator constante.

Assim podemos escrever um hamiltoniano estritamente eletrônico, Ĥe

Ĥe =−
N∑
i=1

1
25

2
i −

N∑
i=1

M∑
A=1

ZA
riA

+
N∑
i=1

N∑
j>1

1
rij

Tão logo, a Equação de Schrödinger envolvendo hamiltoniano eletrônico fica da
seguinte maneira:

ĤeΨe = EeΨe

E, por fim, função de onda eletrônica,

Ψe = Ψe(ri,RA)

depende explicitamente das coordenadas dos elétrons e parametricamente das
coordenadas dos núcleos.

A energia total do sistema será:

Et = Ee+
M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB
RAB

Ou seja, o problema eletrônico é desacoplado do problema nuclear.

2.4 Tight-Binding
O método do hamiltoniano cristalino tight-binding, é elaborado levando-se em conta

o fato de que todas as interações eletrônicas entre os diversos componentes do sistema
estudado podem ser agrupados em um único potencial eletrônico com periodicidade da
rede, V (r) = V (r + R). Portanto, H(r + R), e seus autoestados serão estados de Bloch:

HΨnk = εn(k)Ψnk⇒Ψnk(r + R) = eik·RΨnk(r), (2.12)
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onde o índice n é o índice de faixa e o vetor de onda k é o quasi-momento cristalino.
Este último relacionado com as simetrias translacionais da rede cristalina e , portanto, do
hamiltoniano.

Então, é necessário definir uma base para a representação da função de onda
apresentada em (2.12). Se usássemos funções do tipo “ondas planares”, plane waves (PW),
teríamos certa vantagem com relação à integração e diferenciação, pois nestas isso pode
ser feito de modo analítico sem grandes dificuldades, entretanto demandam um tempo
computacional muito grande, além de não possuírem uma relação matemática com os
orbitais presentes no cristal. Também, poderíamos usar uma base do tipo “combinação
linear de orbitais atômicos” LCAO, que permite uso de um número bem menor de elementos
que no caso das PW’s para uma boa representação dos sistemas em questão e permite
que várias propriedades físicas associadas a estrutura iônica dos sistemas sejam facilmente
representáveis (HARRISON, 1980; SAITO; DRESSELHAUS; DRESSELHAUS, 1998).

A estratégia do TB está na escolha de uma base de orbitais quasi-atômicos, {φα},
no “espírito” LCAO. O índice α é associado às diversas funções de onda atômicas centradas
em cada sítio de rede. O uso de orbitais localizados permite que restrinjamos os elementos
do hamiltoniano fora da diagonal principal às interações atômicas entre próximos vizinhos.
Para cada orbital atômico, ϕα, definimos os orbitais de Bloch da seguinte maneira:

φαk(r) = 1√
N

∑
R
eikRϕα(r−R), (2.13)

onde a soma é sobre os sítios da rede de Bravais do cristal. Os orbitais de Bloch
formam a base de representação da solução TB.

Ademais, temos:

φαk(r + R) = 1√
N

∑
R′
eikR′

ϕα(r + R−pR′),

= eikR 1√
N

∑
R′
eik(R′−R)ϕα(r− (R′−R)

 ,
= eikR 1√

N

∑
R′
eik(R′)ϕα(r−R′)

 ,
então:

φαk(r + R) = eikRϕα(r), (2.14)

ou seja, os estados φαK(r) em 2.13 são realmente estados de Bloch agrupados segundo
seus quasi-momentos cristalinos. Quando utilizarmos estes orbitais como base para a
representação matricial do hamiltoniano cristalino, este se apresentará sobre a forma de
matriz com blocos de ”representação irredutíveis” (irreps) (ATKINS; FRIEDMAN, 1997;
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TINKHAM, 1964), deixando o processo de diagonalização do hamiltoniano total reduzido
à diagonalização de cada um destas irreps.

Escrevendo os autoestados do hamiltoniano cristalino como combinações lineares
dos orbitais de Bloch:

Ψnk =
∑
j

C
(n)
j φjk(r), (2.15)

E determinando as constantes C(n)
j , o problema é completamente resolvido.

Os autovalores do hamiltoniano cristalino relativos aos autoestados descritos por
2.12 e 2.15, representam a estrutura de faixas de sistemas cristalino e são dados por:

εn(k) = 〈Ψnk|H|Ψnk〉
〈Ψnk|Ψnk〉

=
∫
drΨ∗nk(r)HΨnk(r)∫
drΨ∗nk(r)Ψnk(r) (2.16)

Com a aplicação da equação 2.15 (e de sua forma conjugada) chegaremos a:

εn(k) =
∑
ijC

∗(n)
i Cnj

∫
drφ∗ik(r)H(r)φjk(r)∑

ijC
∗(n)
i Cnj

∫
drφ∗ik(r)(r)φjk(r)

(2.17)

Ou de maneira mais compacta:

εn(k) =
∑
ijC

∗(n)
i C

(n)
j 〈φi|H|φj〉∑

ijC
∗(n)
i C

(n)
j 〈φi|φj〉

=
∑
ijHijC

∗(n)
i C

(n)
j∑

ij SijC
∗(n)
i C

(n)
j

(2.18)

Onde Hij(k) e Sij(k) são respectivamente, os elementos da matriz do hamiltoniano
e da matriz de overlap para cada uma das irrreps (representadas por k) definidas pela
base em questão.

Para determinar a energia do estado fundamental devemos minimizar εn(k) com
respeito aos parâmetros C(n)

i :

∂εn(k)
∂C
∗(n)
i

=
∑
jHij(k)C(n)

j∑
lj Slj(k)C∗(n)

l C
(n)
j

−

(∑
ljHlj(k)C∗(n)

l C
(n)
j

)
·
(∑

j Sij(K)C(n)
j

)
(∑

lj Slj(k)C∗(n)
l C

(n)
j

)2 (2.19)

Com algumas pequenas manipulações algébricas e usando a equação 2.18, chegamos ao
seguinte sistema de equações lineares:∑

j

C
(n)
j Hij(k)− εn(k)

∑
j

C
(n)
j Sij(k) = 0 (2.20)

Que só apresentará solução se a seguinte condição para sua representação matricial
for satisfeita:

det [H(k)− εn(k)S(k)] = 0; (2.21)
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Esta é a equação secular que resolver nosso problema tight-binding construído em
uma base de orbitais de Bloch.

Podemos facilitar um pouco mais este problema se utilizarmos uma base que
torne a matriz de overlap idêntica à matriz unitária, ou seja, se utilizarmos uma base
ortonormal. Formalmente, isso é equivalente a utilizarmos uma base definida pela seguinte
transformação unitária dos orbitais de Bloch:

wn(r−R) = Ω
8π3

∑
k
e−ikRφnk(r), (2.22)

onde Ω é o volume da célula unitária e as funções wn(r−R) que definem esta
base ortonormal são chamadas de funções de Wannier. Desta forma teremos que as novas
equações seculares do nosso problema serão:

det [H(k)− εn(k)I] = 0. (2.23)

Aqui chegamos ao ponto principal da estratégia tight-binding: se pudermos definir
uma ’receita’ para a determinação dos elementos de matriz do hamiltoniano cristalino,
sem uma definição explícita da base, podemos facilmente resolver estas equações seculares
apenas por resolução de sistemas de equações lineares. Ou seja, na metodologia tight-binding
as bases para a representação do hamiltoniano vem de forma indireta por meio destas
receitas que são chamadas parametrizações semi-empíricos do hamiltoniano cristalino.

2.5 O Método da Matriz de densidade Tight-Binding
O método da matriz densidade de ordem-N, desenvolvido por Li, Nunes

e Vanderbilt (1993), está intimamente ligado ao tratamento tight-binding semi-empírico
descrito na seção anterior uma vez que considera, em sua formulação, que os estados
eletrônicos cristalinos podem ser descritos em termos de orbitais atômicos e que o
hamiltoniano cristalino poderá ser escrito de forma parametrizada. Por isso, este método
foi chamado de método da matriz densidade tight-binding de ordem-N (DMTB). O fato
deste método escalar linearmente (ordem-N) com o número de átomos necessários para
a construção das geometrias em estudo, permite que sejam tratados sistemas com um
número grande de átomos, inclusive com milhares de átomos.

Iniciaremos esta seção com uma pequena revisão do conceito de matriz densidade
eletrônica. Considere um sistema cujosN auto-estados de menor energia do seu hamiltoniano
H, representados por |ψn〉, são ocupados por 2N elétrons. Definimos a matriz densidade ρ̂
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como sendo o projetor sobre estes auto-estados ocupados, ou seja:

ρ̂ =
N∑
n=1
|ψn〉〈ψn|, (2.24)

de tal modo que, se A for um observável qualquer do sistema, o valor esperado deste será
dado pela expressão:

〈A〉 = 2 tr [ρ̂A] . (2.25)

Desta forma, o traço da matriz ρ̂ nos dará exatamente o número de auto-estados ocupados
pelos elétrons deste sistema.

Ao utilizarmos uma base que torne a matriz de overlap idêntica à matriz unitária,
ou seja, se utilizarmos uma base ortonormal, simplificamos nosso problema. Formalmente,
isso é equivalente a utilizarmos uma base definida pela seguinte transformação unitária
dos orbitais de Bloch:

wn(~r− ~R) = Ω
8π3

∑
~k

e−i
~k·~Rφ

n~k
(~r) , (2.26)

onde Ω é o volume da célula unitária e as funções wn(~r− ~R) que definem esta base
ortonormal são chamadas de funções de Wannier.

A matriz densidade é invariante sobre uma transformação unitária, o que permite
escrevê-la em termos das funções de Wannier.

ρ̂ =
∑
n,~R

|wn(~r− ~R)〉〈wn(~r− ~R)|. (2.27)

As funções de Wannier são exponencialmente localizadas em semicondutores (ASCHROFT,
1976), por isso, a representação da matriz densidade pela equação acima, faz com que ela,
também, apresente esta importante propriedade, ou seja,

lim
(~R− ~R′)→∞

〈wn(~r− ~R)|ρ̂|wm(~r− ~R′)〉 ∝ e−~k·(~R− ~R′). (2.28)

Podemos entender o significado físico do projetor matriz densidade ρ̂, se pensarmos
em um espaço vetorial de Hilbert composto por todos os auto-estados possíveis, ocupados
ou não, para um dado sistema cristalino. Quando aplicamos tal projetor a um vetor escrito
neste espaço, temos a parte deste vetor que é composta apenas pelos estados ocupados, ou
seja, a matriz densidade “seleciona” os estados que são ocupados no sistema em questão.
Outra propriedade importante da matriz densidade é que por ser um projetor ela será
idempotente:

ρ̂2 = ρ̂. (2.29)

Se conseguíssemos uma maneira de determinar exatamente ρ̂, todas as informações sobre
a física de um determinado sistema cristalino representado por ele seriam facilmente
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determinadas com o auxílio da equação 2.25. Esta é a motivação para a busca de uma
solução numérica para este projetor ou para a sua utilização na solução de problemas
como os que serão abordados neste trabalho.

Voltemos agora a equação de Schrödinger de um elétron:

H|ψn〉 = εn|ψn〉. (2.30)

Utilizando o conjunto completo de orbitais quasi-atômicos de Bloch descritos anteriormente,
chegamos a seguinte relação para os estados ocupados |ψn〉 do sistema:

|ψn〉 =
∑
i

|φi〉〈φi|ψn〉 =
∑
i

ψn,i|φi〉, (2.31)

e para o hamiltoniano cristalino H:

H =
∑
ij

|φi〉〈φi|H|φj〉〈φj | =
∑
ij

Hij |φi〉〈φj |. (2.32)

Destas três últimas relações chegamos facilmente ao seguinte grupo de equações
seculares: ∑

j

Hijψn,j = εnψn,i, (2.33)

aqui os diversos ψn,i são as componentes dos auto-vetores |ψn〉 quando escritos sobre a
base de orbitais quasi-atômicos de Bloch. Se fôssemos simplesmente resolver esta equação,
precisaríamos novamente diagonalizar o hamiltoniano cristalino, o que seria uma operação
que escala com o cubo do número de átomos. Mostraremos agora como o método DMTB
irá produzir um algorítimo mais simples e mais rápido para a solução deste problema.

Os elementos da matriz densidade eletrônica ρ̂ sobre esta base são:

ρ̂ij =
∑
n
〈φn|ψn〉〈ψn|φj〉 =

∑
n
ψn,iψ

∗
n,j . (2.34)

Note que o número de elétrons do sistema será determinado pela expressão:

Ne = 2 tr[ρ̂] = 2
∑
i

ρ̂ii, (2.35)

onde cada auto-estado ocupado do hamiltoniano cristalino será ocupado por dois elétrons
de spins contrários.

A energia eletrônica total será escrita da seguinte forma:

E = 2 tr[ρ̂H] = 2
∑
ij

ρ̂ijHij , (2.36)

que é equivalente à soma de todos os auto-valores ocupados do hamiltoniano cristalino, ou
seja:

E = 2
N∑
n=1

εn. (2.37)
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Caso deixássemos os cálculos “rolarem” por todo o alcance dos elementos da matriz
densidade, mesmo que esta decaia exponencialmente, ainda teríamos de computar uma
infinidade de termos que, apesar de não apresentarem nenhum ganho numérico, gastariam
um grande tempo de processamento. Para eliminar esta inconveniência introduzimos a
ideia de raio de corte dos elementos da matriz densidade (Rc), representada pela relação

ρ̂ij = 0 Qdo.

−→ Rij > Rc, (2.38)

ou seja, para cada valor possível de i, a variação permitida para j deverá ser sobre os
L átomos contidos dentro do círculo centrado no átomo i e com raio Rc. Esta é a única
aproximação introduzida por este método, e é a que leva ao comportamento linear em N

do tempo computacional necessário à solução das equações acima.

Em todos os cálculos que realizamos neste trabalho utilizamos uma simulação
de estrutura cristalina por super-células. Esta simulação é a representação de sistemas
formados por um número muito grande de átomos por repetições no espaço de estruturas
menores (supercélulas) com apenas N átomos, cada qual com M auto-estados eletrônicos
preenchidos. A rapidez do método DMTB vem da observação de que, como em cada
supercélula temos N ×M valores possíveis para os índices i e n, o número de graus de
liberdade para o par (i, j) será N ×M ×L×M , i. e., N ×L×M2. Contudo, quando
tratamos de sistemas que necessitem de supercélulas muito grandes para uma boa
representação, L não escalará com N e o número de graus de liberdade citado será
de ordem N : “o método DMTB escala linearmente com o número de átomos”.

O próximo passo seria estabelecer um procedimento para a minimização da energia
total do sistema, equação 2.36, em relação aos elementos da matriz densidade eletrônica,
ρ̂ij , com a utilização do vínculo do número de elétrons Ne fixo dado pela equação2.35. No
entanto, é mostrado ser mais eficiente utilizar um potencial químico fixo µ (nível de Fermi)
e minimizar o grande potencial:

Ω = E − µNe = tr [ρ̂(H−µ)] , (2.39)

uma vez que este procedimento eliminará a necessidade de se explicitar este vínculo.

Se esta minimização for feita sem se levar em conta a idempotência da matriz
densidade (equação ), os auto-valores λρ̂ de ρ̂, tenderão a +∞ para os estados ocupados
(abaixo de µ), e a −∞ para os desocupados (acima de µ). Mas, quando considerarmos tal
vínculo, estes auto-valores valerão 1 e 0, para estes respectivos estados. Para determinar
estes auto-valores necessitaremos efetuar um número de cálculos de ordem N3, portanto,
devemos tentar incluir o vínculo da idempotência de forma indireta. Para isto usaremos a
seguinte transformação de purificação, introduzida por MacWeeney (MCWEENY, 1960),

ρ̃ = 3ρ̂2 − 2ρ̂3. (2.40)
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Figura 14 – A transformação de purificação de MacWeeney, ρ̃= 3ρ̂2−2ρ̂3, define a matriz densidade
densidade física (ρ̃) em relação a matriz densidade teste (ρ̂) e é utilizada para incluir o
vínculo da idempotência de forma indireta. [Na figura f(x)≡ ρ̃(ρ̂)]

A partir de agora, devemos entender ρ̂ como sendo uma matriz densidade teste, a qual
contém o grau de liberdade variacional do problema, e ρ̃ será a matriz densidade física
como descrito anteriormente. Note que uma matriz idempotente é invariante sobre esta
transformação (ρ̃= ρ̂ se ρ̂2 = ρ̂).

Com esta transformação o grande potencial passará a ser escrito da seguinte forma:

Ω = tr [ρ̃(H−µ)] = tr
[
(3ρ̂2−2ρ̂3)(H−µ)

]
(2.41)

onde impomos o raio de corte para os elementos da matriz densidade teste conforme a
equação 2.38.

Podemos controlar a exatidão dos cálculos fazendo com que o raio de corte dos
elementos de matriz torne-se sistematicamente maior, uma vez que o caráter variacional
do método faz com que, nesta situação, o grande potencial se aproxime cada vez mais do
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seu valor exato. Numa situação limite:

Ω ≡ Ωexato
Qdo.

−→ Rc → +∞. (2.42)

No entanto, quanto maior o valor de Rc, maior será o tempo de processamento necessário
ao cálculo.

Em termos práticos, a solução de problemas cristalinos com a utilização da
metodologia DMTB é a seguinte: “Damos um chute inicial para ρ̂ij (em geral 1

2δij), e
iniciamos um processo de minimização iterativa do grande potencial, a partir do gradiente:

δΩ
δρ̂

= 3(ρ̂H ′+H ′ρ̂) − 2(ρ̂2H ′+ ρ̂H ′ρ̂+H ′ρ̂2), (2.43)

onde H ′ =H−µ. No ponto de mínimo este gradiente vale zero,[
δΩ
δρ̂

]
min.

= 0. (2.44)

Porém, o mínimo encontrado não será global, pois como esquematizado na figura 14,
existem soluções assintóticas correspondentes a ρ̂→ +∞ para estados ocupados, e a
ρ̂→−∞ para estados desocupados. Contudo, iniciando o processo de minimização como
citado acima, o sistema atingirá o mínimo local metaestável desejado, e não chegará às
soluções assintóticas, sendo λρ̃ ∈ [0,1] e Ω≥ Ωexato, ou seja, obteremos um limite superior
variacional para a energia exata do sistema.

Além disso, é fácil notar que erros de primeira ordem em ρ̂ geram erros de segunda
ordem em ρ̃ e em Ω, portanto:

Ω−Ωexato ∝ (δρ)2. (2.45)

Podemos, com a utilização de uma expressão de Hellmann-Feynman, calcular as
“forças” do sistema em questão. Mantendo-se µ fixo e derivando-se o grande potencial em
relação a uma determinada coordenada atômica (q), teremos:

dΩ
dq

= ∂Ω
∂ρ̂

dρ̂

dq
+ ∂Ω
∂H

dH

dq
, (2.46)

onde o primeiro termo é anulado na solução variacional, de acordo com 2.44. Como
∂Ω/∂H = ρ̃, temos então que:

dΩ
dq

= tr

[
ρ̃
dH

dq

]
. (2.47)

Esta equação nos dá a força generalizada do sistema quando este estiver sendo descrito pelo
método DMTB, e será a expressão que utilizaremos nos processos de relaxação estrutural
iterativa e nos cálculos que envolvam dinâmica molecular.

As equações principais do método DMTB são: a que descreve a forma final do
grande potencial eletrônico a ser utilizado no processo de minimização (equação 2.41); a
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que descreve o gradiente do grande potencial em relação a ρ̂; e a definição do raio de corte
dos elementos da matriz densidade (equação 2.38) que nos fornece o controle da precisão e
do tempo de processamento do método. Os hamiltonianos utilizado para construir estas
equações em cada problema particular possuirão as mesmas parametrizações utilizadas
nos métodos TB tradicionais.

2.6 Forças de Hellmann-Feynman
Para determinarmos se as geometrias que estamos trabalhando são realmente

geometrias de equilíbrio, devemos calcular a intensidade das forças que atuam sobre os
núcleos atômicos, se o valor médio das forças que atuam sobre o núcleo for menor que
um critério pré-estabelecido a configuração atômica corresponde a uma geometria de
equilíbrio, caso contrário os átomos são movidos de posição de acordo com a orientação
das forças, então a estrutura eletrônica e as forças que atuam sobre os núcleos para a nova
configuração são calculados, até que se atinja uma geometria de equilíbrio.

Neste trabalho usamos o Teorema de Hellmann-Feynman para determinar as forças
que atuam sobre os núcleos. O Teorema de Hellmann–Feynman relaciona a derivada da
energia total de um sistema com respeito a um parâmetro com o valor esperado da derivada
do hamiltoniano com respeito ao mesmo parâmetro.(FEYNMAN, 1939)

∂E

∂λ
=
〈Ψ|∂Ĥ∂λ |Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

Considerando
〈Ψ|Ψ〉= 1 7→ ∂

∂λ
〈Ψ|Ψ〉= 0

Aplicando a regra do produto a
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dE

dλ
= E

d

dλ
〈Ψ|Ψ〉+

〈
Ψ|dĤ

dλ
|Ψ
〉

dE

dλ
=
〈

Ψ|dĤ
dλ
|Ψ
〉

A força que atua sobre os núcleos numa certa direção “x” pode ser escrita como:

Fx =− ∂

∂x
〈Ψ|H|Ψ〉

Se considerarmos Fα a força que atua sobre um núcleo α, o movimento dos núcleos
é dado pela relação abaixo:

R(n+1)
α = (1 +γ)R(n)

α −γR(n−1)
α + 1

m
F(n)
α

Onde λ é uma parâmetro de dissipação de energia, e m é uma massa inercial fictícia.
Esses parâmetros são escolhidos de forma que o movimento seja oscilatório amortecido ou
que conduza diretamente à geometria de equilíbrio.

2.7 Fluxograma
Podemos resumir o funcionamento do programa de cálculo energético pelo seguinte

fluxograma:
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3 Simulação

3.1 Simulação de defeitos em uma representação de supercélulas
O silício, nosso material de estudo, assim como outros materiais se cristalizam na

forma dc. O germânio, que é um outro importante semicondutor usado na microeletrônica,
também se cristaliza nessa estrutura, na figura 15 é possível perceber que cada átomo
nessa estrutura está no centro de um tetraedro e dizemos que os átomos dessas estruturas
tem coordenação tetraédrica.

Figura 15 – Estrutura cúbica do diamante na qual se cristaliza o Silício, a coordenação
tetraédrica se repete infinitamente no cristal

Para construir as células para os nossos cálculos, usamos a célula primitiva de 12
átomos do silício (figura (a) 16) que replicamos no espaço para gerar células maiores. Neste
caso a célula de 12 foi replicada quatro vezes na direção [112̄] duas vezes na direção [111]
e uma vez na direção [110]. Dessa maneira geramos uma célula de 96 átomos, passamos
a chamar esta por supercélula, o motivo de usarmos supercélulas em nossos cálculos é
justificado para comportar a simulação das discordâncias, como veremos a frente.
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(a)

(b)

Figura 16 – Na figura (a) podemos observar uma célula primitiva de 12 na região hachurada
que foi replicada. Em (b)vemos a mesma estrutura gerada a partir de uma
célula de 6 átomos, apenas para mostrar que a mesma estrutura pode ser
gerada a partir de várias bases diferentes

As discordâncias são construídas aos pares nas supercélulas com vetores de Burgers
antissimétricos em sentido, uma vez que apenas um destes defeitos por célula não permitiria
que fossem satisfeitas as condições de contorno periódicas, inviabilizando a simulação de
cristais sem regiões de vácuo entre duas supercélulas consecutivas (veja as imagens 17 e
18). Colocamos este par defeito-antidefeito no mesmo plano cristalino com espaçamento
igual a um quarto do comprimento da slab na direção [1̄12], este procedimento garante que
a separação entre as imagens periódicas destes defeitos sejam as mesmas para uma dada
direção. Os vetores de repetição das slabs são colocados de tal forma que o empilhamento
correto seja preservado. Podemos verificar que dessa maneira não há vácuo entre duas
células como está esquematizado na figura 20.



Capítulo 3. Simulação 49

Figura 17 – Célula com somente uma discordância representada esquematicamente

Figura 18 – Célula com somente uma discordância sendo replicada, repare que há um
vácuo entre duas células
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Figura 19 – Célula com par de discordâncias (defeito e antidefeito) representada
esquematicamente

Figura 20 – Célula com par discordâncias sendo replicada, repare que não há um vácuo
entre duas células

Devemos construir supercélulas de forma que a interação entre as imagens periódicas
das discordâncias não seja significativa para nosso cálculo, desta forma fazemos testes
de convergência com o tamanho da supercélula até verificar que a interação entre as
imagens periódicas das discordâncias seja negligenciável. As células que usamos neste
trabalho tinham 576 átomos no caso das SP e 1192 átomos no caso da DP, este tamanho
foi suficiente para que a interação entre as discordâncias não afetasse nossos estudos.

Para podermos simular a superfície de um cristal, usamos um vetor de repetição
maior que o vetor de rede em uma certa direção, de maneira que um vácuo é criado
entre duas imagens periódicas. O problema dessa estratégia é que as superfícies (inferior e
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superior) interagem fortemente entre si em face da energia livre de superfície, então como
solução propomos congelar algumas camadas inferiores da célula, simulando um bulk,
dessa maneira a discordância interage apenas com a superfície superior e assim podermos
mensurar a intensidade dessa interação. Esse procedimento está representado nas imagens
21 e 22.

Figura 21 – Célula com vetor de repetição maior que o vetor de repetição da rede
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Figura 22 – Quando a célula da imagem 21 é replicada é formado um vácuo entre as
imagens periódicas, sendo possível simular a superfície

3.2 Discordâncias parciais a 90o

Nesta seção iremos discutir as possíveis estruturas de caroço das discordâncias
parciais a 90o. A estrutura não reconstruída é obtida aplicando-se a teoria contínua de
elasticidade à estrutura cristalina dc, conforme é mostrado na figura 23(a). Esta geometria
é constituída de duas linhas em zig-zag de átomos de caroço triplamente coordenados,
e esta sub-coordenação leva à formação de orbitais pendentes que se acomodam quase
paralelamente ao plano de deslizamento, mantendo-se a simetrias de espelho ao longo da
direção da discordância. A relaxação dessa estrutura com a imposição do vínculo de que
as simetrias espectrais não sejam quebradas, produz a chamada geometria “quasi-fivefold”
(QF), figura 23(b), onde os átomos sub-coordenados se aproximam, diminuindo sua distância
através do caroço do defeito Alexander (1986), Jones e Öberg (1992). A denominação
quasi-fivefold se justifica, uma vez que na estrutura relaxada as distâncias entre átomos nas
duas linhas em zig-zag são ainda muito grandes e não configuram reconstrução completa
das ligações atômicas.

Aparentemente, há uma maneira bastante natural para que esta estrutura realize
reconstrução plena das ligações atômicas, quebrando a simetria de espelho ao longo da
linha. Desta forma ligações são formadas entre os átomos da maneira mostrada na figura
23(c). Como a configuração atômica gerada preserva a periodicidade da rede ao longo da
direção da discordância, receberá a denominação de estrutura de período simples (SP).
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Todos os átomos tem agora quatro vizinhos, como no bulk, e os orbitais pendentes foram
eliminados. Cálculos ab initio e tight-binding feitos em silício mostram que essa estrutura
tem energia em torno de 180 meV/Å menor que a estrutura quasi-fivefold (ALEXANDER,
1986; BIGGER et al., 1992).

Como pode ser visto na figura 24, a estrutura SP apresenta kinks que são gerados por
excitações termo-mecânicas e que possibilitam a movimentação das linhas de discordâncias
Alexander (1986), Bulatov et al. (1997), Nunes, Bennetto e Vanderbilt (1996), Suzuki,
Takuchi e Yoshinaga (1989). Estes kinks são completamente reconstruídos, com energia de
formação muito baixas, da ordem de 0,1 eV (NUNES; BENNETTO; VANDERBILT, 1996)
de acordo com cálculos tight-binding, e portanto introduzem pouca tensão de deformação
no caroço da estrutura SP. Em decorrência desta baixa energia de formação, e do fato de
que um kink e seu correspondente antikink exercem interação elástica atrativa um sobre o
outro, pode-se esperar uma energia de formação desprezível para este par quando o kink e
o anti-kink estiverem ocupando sítios adjacentes ao longo do caroço (a menor distância
possível entre eles).

Figura 23 – Figura 1.7: Modelos de reconstrução de caroço das discordâncias cristalinas
parciais a 90o : (a) Plano 111 de bulk; (b) geometria quasi-fivefold, QF; (c)
geometria de período simples, SP; e (d) geometria de período duplo, DP. Nesta
figura os pontos claros e escuros representam as duas sub-camadas fcc da
estrutura dc (ou zinc-blende) e a região em cinza marca a região da falha de
empilhamento.



Capítulo 3. Simulação 54

Öberg et al. (1995) reportaram uma energia de somente 4 meV para a formação do
par, enquanto Kolar, Spence e Alexander (1996) encontraram um valor de 10 meV em um
primeiro trabalho. No entanto, ao aplicar um potencial de Keating em uma supercélula
com 96 átomos eles obtiveram valores negativos (≈ -300 meV) para a energia de formação
de pares kink- antikink Nunes, Bennetto e Vanderbilt (1998a), mas o significado destes
resultados não foi imediatamente apreciado, até que em 1997 (BENNETTO; NUNES;
VANDERBILT, 1997), este mesmo grupo, verificou que se continuasse o processo de
inserção de pares kink-antikink ao longo da estrutura SP, seria obtida uma estrutura
de caroço com energia menor (por um valor em torno de 60 meV/Å) do que a própria
estrutura SP. Nesta estrutura, além da quebra de simetria especular presente na estrutura
SP, o período ao longo da direção da discordância é dobrado, ou seja, tem-se a quebra das
translações de período simples. Por esta razão, esta geometria leva o nome de estrutura de
período duplo (DP), figura 23(d).

Em estudos posteriores para a configuração DP no silício, no diamante e no germânio
Nunes, Bennetto e Vanderbilt (1998b), mostrou-se, a partir de cálculos ab initio e tight
binding, que esta estrutura é a de menor energia nestes três materiais.Blase et al. (2000)
mostraram através de cálculos ab initio que a geometria DP é a mais estável no diamante
para uma faixa extensa de estados de stress deste material.
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Figura 24 – Figura 1.8: Kinks na estrutura SP: (a) Par kink-antikink ocupando sítios
adjacentes, distância nula; (b) Par kink-antikink separados por um distância
não nula.
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Figura 25 – Visão do plano normal a direção das estruturas DP e SP das discordâncias
cristalinas {111}parciais a 90o. Nota-se a formação de anéis pentagonais e
heptagonais em ambas as estruturas.
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Conseguir evidências experimentais que possam diferenciar claramente as estruturas
SP e DP é muito difícil uma vez que ambas são completamente reconstruídas, portanto
não introduzem níveis profundos no gap, o que daria origem a um sinal de EPR (electron
paramagnetic resonance). Os resultados dos experimentos com essa técnica, que indicam
uma densidade muito pequena de ligações pendentes no caroço do defeito, são compatíveis
com as duas configurações Hirsch (1985) e Duesbery M. S.and Richarddson (1991). Além
disso, as duas geometrias consistem de anéis de cinco e sete átomos quando vistas em
projeção ao longo da direção da discordância (figura 25) sendo ambas compatíveis com os
resultados dos experimentos com a técnica TEM (transmission electron microscopy) no
nível presente de resolução desses experimentos (KOLAR; SPENCE; ALEXANDER, 1996).
Contudo, Batson (1999) sugeriu que uma estrutura derivada a partir da geometria DP, que
ele chama de “Extended DP structure”, parece ser a mais consistente com os resultados
de seus experimentos de caracterização da discordâncias a 90o numa liga de SiGe, através
de uma combinação das técnicas STEM (scanning tunnelling electron microscopy) e EELS
(electron energy loss spectroscopy). Bennetto, Nunes e Vanderbilt (1997) já haviam sugerido
que técnicas de difração, por serem sensíveis à periodicidade do defeito, seriam adequadas
para diferenciar entre as duas geometrias.
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4 Resultados e Considerações

4.1 Ataque ao problema original
O enfoque deste trabalho é o estudo do comportamento das discordâncias parciais

a 90o e sua interação com a superfície. Para tal tínhamos um problema de simulação, para
simular a superfície colocávamos um vetor de repetição maior que o vetor de repetição da
rede no sentido em que queríamos criar a discordância, entretanto com este método nós
criávamos duas superfícies como podemos observar na figura 27, e a interação superfície ×
superfície não podia ser desconsiderada no cálculo, consequentemente o estudo da interação
das discordâncias com a superfície ficava comprometido de certa forma.

Para solucionar o problema adotamos a estratégia de congelar uma das superfícies
e assim simularíamos um bulk infinito na direção dessa superfície congelada. Para tal
fizemos modificações no DMTB, de modo a poder escolher quais átomos podiam relaxar
e quais deviam se manter fixos no processo de relaxação do sistema. A superfície de um
cristal é considerada como a região do cristal que é afetada pela interface cristal-vapor,
essa região não corresponde somente à camada mais externa, geralmente é considerado
como superfície de 2-6 camadas atômicas (em torno de 0,5 - 1,5 nm), portanto em nossa
estratégia para simular o bulk infinito em uma das superfícies nós congelamos 3 planos
cristalinos da superfície inferior, além disso, nós só simulamos discordâncias 3 camadas
acima das 3 congeladas , veja figura 26.

As discordâncias tratadas nesse trabalho possuem como plano de deslizamento o
plano {1 1̄ 1}, podemos então usar slabs perpendiculares ao vetor [1 1 0] que, ao serem
repetidas na direção deste vetor, produzem tais planos. Estas slabs possuem camada
dupla de átomos em decorrência da estrutura dc do silício cristalino. As supercélulas que
usamos foram obtidas a partir da célula de 12 átomos, multiplicamos esta célula oito vezes
na direção [1 1̄ 1] e seis vezes na direção [1̄ 1 2], portanto cada supercélula possui 576
átomos, cada slab dessas representa um período simples das discordâncias. Para produzir
as discordâncias de período duplo multiplicamos esta célula de 576 átomos por dois na
direção [1 1 0], consequentemente dobrando o número de átomos para 1152.

Usamos células desse tamanho para analisar o comportamento das estruturas
quando a discordância “caminhava” em direção à superfície, e claro por serem células
convergidas com relação ao tamanho. Cada célula de 12 átomos possui 3 planos de
deslizamento do tipo glide(13), quando multiplicamos a célula por oito na direção [1 1̄ 1]
possibilitamos que a discordância possa estar em 24 posições da célula, o motivo de
multiplicarmos seis vezes na direção [1̄ 1 2] é para aumentar o afastamento entre os pares
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Figura 26 – Supercélula com superfície congelada reproduzida esquematicamente.

de discordância diminuindo a interação entre estes.

Desta forma, como nossa célula possui 24 planos de deslizamento do tipo glide na
direção [1 1̄ 1], e em nossa estratégia de congelamento reservamos os seis planos inferiores,
nos sobraram 17 camadas para usar como planos de deslizamento (já que a última camada
superior é a superfície). Para cada plano desses fizemos 3 os tipos de discordância: com
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Figura 27 – Simulação da superfície, usamos um vetor de repetição maior que o vetor
de repetição da rede na direção que simular a superfície, neste esquema a
superfície em azul representa a superfície congelada que simula o bulk infinito
e a em vermelho simula a superfície livre.

o caroço não reconstruído quasi-fivefold, com caroço totalmente reconstruído de período
simples SP, e com caroço reconstruído de período duplo DP.

4.1.1 Estabilidade Relativa

Em nossos cálculos fizemos a análise da estabilidade relativa das discordâncias para
entender como se dá a “competição” entre os tipos de discordâncias parciais a 90o. No
gráfico esquemático 28 a curva em preto sinaliza que a transição entre as discordâncias
do tipo QF para as discordâncias do tipo SP ocorrem sem barreira. Por muito tempo
acreditou-se que as discordâncias do tipo SP representavam um mínimo global, a linha em
vermelho e em azul representam as explicações para essa teoria, acreditava-se que qualquer
mudança na configuração de uma estrutura SP levaria a estrutura para uma energética
cada vez mais alta ou que então mudanças na estrutura SP conduziriam a pequenas
oscilações em torno do mínimo, isso está representado na figura 28, respectivamente,
pelas curvas em vermelho, e em azul. Atualmente com experimentos semelhantes aos
que realizamos, mostraram que as discordâncias do tipo DP se apresentam em uma
configuração menos energética, muito embora a transição ocorra com barreia como é
mostrado esquematicamente na figura 28.
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Chamamos de estabilidade relativa à variação de energia entre dois modelos de
discordância. Representamos diferença de energia entre o modelo não reconstruído QF
e o modelo reconstruído SP por EER(SP,QF ) e para a diferença entre a SP e DP
EER(DP,SP ). No gráfico 28 também representamos a barreira de energia entre os dois
modelos de discordâncias reconstruídas por Eb(SP,DP ).

4.1.2 Metodologia de Cálculos

Após gerarmos discordâncias DP e SP nos 17 planos de deslizamento fizemos
cálculos com sete raios de corte: 6,2445Å, 7,3305Å, 8,1450Å, 9.1224Å, 9.9369Å,
10.6428Å e 11.6745Å, quão maior o raio de corte maior a exatidão do cálculo, porém,
computacionalmente, mais custoso fica o cálculo. Primeiramente fizemos cálculos em
células de bulk (sem superfície), onde a energia para qualquer plano de deslizamento se
mostrou à mesma, que já era o esperado. Esses cálculos serviram de referência para os
demais cálculos de forma a poder compreender como se dava a estabilidade relativa dos
modelos com a presença de superfície e nos gráficos estão representados com uma linha
em vermelho. Também fizemos cálculos com as discordâncias do tipo QF, e também como
esperado ao final do processo de relaxação o caroço foi reconstruído para a estrutura SP.
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Figura 28 – Curva de estabilidade relativa para os 3 tipos de discordância parciais a 90o.
A linha preta indica como se dá as transições entre as discordâncias. A linha
azul e a vermelha eram projeções esperadas e defendidas no passado
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Figura 29 – Grafico do Tempo de cálculo. Em (a) são os tempos para os cálculos com as
discordâncias em células de bulk, em (b) os tempos para células com as duas
superfícies livres e em (c) com congelamento da superfície inferior
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Figura 30 – Gráfico da Estabilidade Relativa SPP × SPNP. O gráfico (a) refere-se aos
cálculos sem usar congelamento em nenhuma das superfícies, já o gráfico (b)
refere-se aos cálculos em que a superfície inferior foi congelada com intuito de
simular um bulk nessa superfície
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Figura 31 – Gráfico da Estabilidade Relativa DP × SP. O gráfico (a) refere-se aos cálculos
sem usar congelamento em nenhuma das superfícies, já o gráfico (b) refere-se
aos cálculos em que a superfície inferior foi congelada com intuito de simular
um bulk nessa superfície



Capítulo 4. Resultados e Considerações 66

O gráfico 30 mostra estabilidade relativa das geometrias com discordância SP. No
gráfico (a)30, não congelamos nenhuma das superfícies, e no gráfico (b) 30 congelamos a
superfície inferior, esses dois tipos de cálculos foram feitos para comparar a importância ou
não de se congelar uma das superfícies. No caso da estabilidade relativa para discordâncias
SP foi possível verificar que o congelamento da superfície não gerou mudança significativa
na energia do sistema em comparação aos cálculos com superfície não congelada. Além
disso a presença da superfície não contribui significativamente para a estabilidade relativa
das discordâncias, tanto que os cálculos tanto com congelamento de superfície inferior
ou não, convergiram para a mesma estabilidade relativa que as células de bulk (sem
superfície).

No estudo de estabilidade relativa DP × SP , percebemos que as discordâncias
do tipo DP são afetadas pela presença de superfície, comparando o gráfico (a) com o (b)
31 observamos que a estabilidade relativaDP × SP fica mais próxima da estabilidade
relativa do bulk quando congelamos uma das superfícies indicando que a interação entre as
superfícies não pode ser negligenciada nesse caso. Ainda nos gráficos da figura 31 verificamos
a necessidade de usar raios de corte “grandes” para obter uma melhor convergência.
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