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T Modelagem e simulação da sedimentação de sólidos adensantes
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Resumo

O presente trabalho teve como objetivo avaliar a capacidade de predição de modelos ma-

temáticos simplificados para descrever a dinâmica de sedimentação de sólidos adensantes

em fluidos de perfuração. Na etapa inicial deste trabalho, foram realizados experimentos

de sedimentação de suspensões aquosas de barita e de calcita em colunas de vidro, com

concentrações volumétricas iniciais de 6, 7%, 12% e 20% para cada sólido, e a variação da

altura da interface entre a zona de clarificado e a zona de concentração constante foi regis-

trada ao longo do tempo. A primeira abordagem fez uso de modelos conservativos, cuja

velocidade relativa entre o sólido e o fluido é somente função da concentração volumétrica

local do sólido. Dessa forma, os modelos conservativos utilizados para simular esses siste-

mas foram baseados nas leis de conservação da massa e em funções de densidade de fluxo.

Para avaliar a acurácia dos resultados fornecidos pelos modelos conservativos, utilizou-se

a variação da altura da interface de clarificação ao longo do tempo, como variável auxiliar

para inferir a qualidade das predições fornecidas pelo modelo, visto que não se dispunha

de equipamentos para determinar os perfis espaciais de concentração de sólidos. Através

deste procedimento, verificou-se que os modelos conservativos foram capazes de predi-

zer a variação temporal da interface de clarificação com erro relativo menor que 10% na

maior parte do tempo, exceto na região que a concentração local aumenta rapidamente.

Na segunda abordagem utilizou-se um modelo simplificado, composto pela equação da

continuidade e pela equação do movimento, considerando as forças de interação entre as

fases sólido e ĺıquido. O modelo simplificado descreve a variação temporal da interface

de clarificação dos sistemas de sedimentação simples, com valores bastante satisfatórios e

com erro relativo menor do que os resultados exibidos pelos modelos conservativos. Na

etapa final deste trabalho, este mesmo modelo foi avaliado na simulação dos perfis tem-

porais e espaciais da concentração de barita na sedimentação no fluido BR-Mul, que é

um fluido real de perfuração bastante utilizado pela Petrobras. Os perfis de concentração

obtidos por simulação foram comparados a dados experimentais obtidos na Faculdade de

Engenharia Qúımica da Universidade Federal de Uberlândia (FEQ/UFU). Neste estudo

de caso, foi posśıvel comparar diretamente a sáıda do modelo aos dados experimentais,

e os resultados mostraram que o erro relativo do modelo foi menor para o fluido com a

maior concentração inicial de barita, sobretudo nos pontos que se encontram próximos da

região de compactação. No entanto, a metodologia experimental utilizada na FEQ/UFU

apresenta elevada imprecisão em regiões com alta concentração de sólidos, devido ao erro

experimental introduzido na utilização do equipamento emissor de raios gama.

Palavras-chave: Sedimentação, altura de interface, BR-Mul





Abstract

This work has aimed to evaluate the predictive ability of simplified mathematical models

to describe the dynamics of the thickening of solids in drilling fluids. In the early stages,

settling experiments of barite and calcite in water-based fluids at graduated cylinders

were done at initial volumetric concentrations of 6.7%, 12% and 20%, while the change

of interface height was measured on the time steps. The first data modelling approach

has used conservation laws, considering the relative velocity between the solid and the

liquid phase as function of volumetric concentration of solids. This way, the conservation

laws used to simulate these systems were based in mass conservation law and in the

flux density functions. For the accuracy evaluation in the numerical data provided by

conservation laws, this work has used the interface height variation through a period

of time, which was determined by experiments as an auxiliary variable, to imply the

prediction quality provided by the proposed model, because there was not any equipment

available to determine the spatial profiles of solids concentration. Through this procedure,

it was found that conservation laws was capable of predict the interface variation through

a period of time with relative errors below 10%, except in regions of rapid increase of local

concentration. In the second approach of modelling was used a simplified model consisting

of the continuity equation and the momentum equation, considering the interaction forces

between the solid and liquid phases. The simplified model describe the variation of the

interface height through a period of time in several sedimentations, and the displayed

results were quite satisfactory and with relative errors lower than the results showed by

the conservation laws. In the final stage of this work, the simplified model was used in the

simulation of time and spatial concentration profiles of the barite suspended in the BR-

Mul fluid, which is a real drilling fluid often used by Petrobras. The concentration profiles

obtained by simulation were compared with the experimental data reported by authors

from Faculty of Chemical Engineering in Federal University of Uberlandia (FEQ/UFU). In

this case study, it was possible to directly compare the model output with the experimental

data, and the results has showed that the relative error of the model was lower to the fluid

with the highest concentration suspensions of barite, specially in the points near to the

compacted zone. However, the experimental methodology used in FEQ/UFU has exhibit

much imprecision in the regions of high solids concentration, because of the experimental

error in the gamma ray emitter.

Keywords: Settling, interface height, BR-Mul sag
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Tabela 2.3 – Parâmetros da suspensão de BR-Mul nos experimentos de 29 dias e

124 dias. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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fbk(c) Função volumétrica de densidade em relação a concentração;

FD Força de arrasto das part́ıculas;

fLL Força de interação ĺıquido-ĺıquido;
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fLs Força de interação ĺıquido-sólido;
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v∞ Velocidade terminal de uma part́ıcula;

x Direção no eixo x;

y Direção no eixo y;

z Direção no eixo z;

∆Pz Queda de pressão na direção z;



∆t Intervalo de tempo;

∆x Intervalo de espaço no eixo x;

εs0 Concentração inicial de sólidos;

εsU Concentração da lama;

η Viscosidade aparente de um fluido;

θ Ângulo de inclinação;

λp Autovalor para a lei de conservação;

µL Viscosidade do ĺıquido;

µr Viscosidade relativa entre a suspensão e o ĺıquido;

ρL Densidade do ĺıquido;

ρs Densidade dos sólidos;

τ Tensão de cisalhamento de um fluido;

−→−→τL Tensão de estresse efetivo para a fase ĺıquida;

−→−→τs Tensão de estresse efetivo para a fase dos sólidos.
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Introdução

A sedimentação de sólidos suspensos em fluidos de perfuração de petróleo pode gerar

diversos problemas na indústria petroĺıfera. Por isso, o conhecimento do perfil de sedi-

mentação do fluido de perfuração utilizado na abertura dos poços de petróleo é essencial

para evitar situações indesejáveis, que possam gerar acidentes, ou até mesmo o colapso

total da linha de perfuração.

O processo de sedimentação ocorre espontaneamente com o deslocamento das part́ıculas

sólidas presentes no fluido de perfuração que decantam devido à ação da gravidade, além

de outros fatores que alteram a velocidade com que estas part́ıculas se deslocam em direção

ao fundo do poço de petróleo.

Devido à enorme dificuldade de predizer a taxa de sedimentação destas part́ıculas

sólidas suspensas, vários autores desenvolveram modelos para descrever o comportamento

de determinadas suspensões ao longo do tempo. Porém, até o momento não há dispońıvel

na literatura um modelo genérico que consiga prever, com baixos desvios, o perfil de

sedimentação de qualquer suspensão.

Neste sentido, o principal objetivo deste trabalho foi desenvolver um modelo ma-

temático que seja capaz de simular a sedimentação das part́ıculas sólidas presentes em

um fluido de perfuração com precisão aceitável. O modelo matemático do processo de

sedimentação consiste de um sistema de equações diferenciais parciais (EDPs), com duas

propostas de solução. A primeira abordagem faz uso de modelos conservativos, onde a

velocidade relativa entre o sólido e o fluido é somente função da concentração volumétrica

do sólido. Baseado nesta teoria é posśıvel descrever o processo através da equação da

continuidade, onde a variação espacial da concentração é substitúıda por funções de den-

sidade de fluxo. Assim, o modelo matemático que descreve o processo de sedimentação é

resolvido através de métodos para equações hiperbólicas, como o método de Godunov e

o método de Lax-Friedrichs. Na segunda abordagem, utilizou-se um modelo simplificado

composto pela equação da continuidade e a equação do movimento, considerando as forças

de interação entre as fases sólido e ĺıquido. Este sistema de EDPs foi resolvido através

do método das linhas, onde a dimensão espacial foi discretizada utilizando o método das

diferenças finitas e a integração no tempo foi feita com o método de Gear. Todos os

modelos foram resolvidos através de programas desenvolvidos em FORTRAN.

Para validar os modelos propostos neste trabalho, dois sistemas de sedimentação fo-

ram avaliados. Inicialmente foram realizados experimentos de bancada em uma proveta

graduada contendo suspensões aquosas de dois adensantes, barita e calcita, nos quais a

variação da altura da interface entre a suspensão e o ĺıquido clarificado foi medida ao

longo do tempo com a finalidade de compará-la com os valores correspondentes obtidos

através de simulação computacional. Posteriormente, os perfis temporais e espaciais de
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concentração de sólidos adensantes em um fluido de perfuração industrial obtidos por si-

mulação foram comparados a dados experimentais desta variável, obtidos na Faculdade de

Engenharia Qúımica da Universidade Federal de Uberlândia (FEQ/UFU). Os resultados

demonstraram a boa capacidade de predição do modelo proposto e apontam para o seu

potencial de aplicação como ferramenta de suporte à perfuração e produção em poços de

petróleo.

A organização deste trabalho foi da seguinte forma: A base bibliográfica utilizada

no desenvolvimento dos modelos propostos nas simulações computacionais é descrita no

Caṕıtulo 1. A metodologia experimental da sedimentação de adensantes em suspensões

aquosas e os materiais utilizados são especificados no Caṕıtulo 2. O equacionamento

utilizado no desenvolvimento dos modelos propostos para as simulações computacionais

é apresentado no Caṕıtulo 3. Os dados obtidos através da simulação computacional,

a comparação com dados experimentais e as discussões sobre os resultados obtidos são

descritos no Caṕıtulo 4. Por fim, as conclusões obtidas, as considerações finais e as

propostas para trabalhos futuros são destacados no final desta dissertação.
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1 Revisão de Literatura

Neste caṕıtulo são descritos alguns dos principais trabalhos sobre a sedimentação de

sólidos e os fluidos de perfuração utilizados na indústria qúımica. Vários destes autores

desenvolveram modelos matemáticos baseados em observações emṕıricas, enquanto que

outros propuseram soluções gráficas ou melhorias em modelos bastante difundidos, em

especial à teoria de Kynch (1952).

1.1 Prinćıpios de sedimentação

Um dos primeiros autores a analisar os fatores que afetam a sedimentação de part́ıculas

sólidas em suspensões dilúıdas em água foi Hazen (1904), que constatou que a quanti-

dade de sólidos removidos em um sedimentador é diretamente proporcional à área de

sedimentação e inversamente proporcional à vazão de suspensão que entra no tanque, e

concluiu que o volume total do sedimentador não é um fator determinante no projeto de

tanques de sedimentação.

Os trabalhos de Nichols (1908) e Ashley (1909) foram os primeiros a avaliar o efeito

da temperatura e da viscosidade na sedimentação de sólidos em suspensão. Forbes (1912)

avaliou experimentalmente quatro tipos diferentes de lama e demonstrou que a eficiência

da sedimentação diminui com o aumento da altura da coluna de sedimentação e que

substâncias eletroĺıticas aceleram a decantação de sólidos. Entretanto, foi Mishler (1912)

o primeiro a avaliar experimentalmente que as taxas de sedimentação de sólidos são dife-

rentes para suspensões dilúıdas e para suspensões concentradas.

Através da observação de uma série de testes de sedimentação em batelada com sus-

pensões de diferentes concentrações, Coe e Clevenger (1916) estabeleceram a primeira

teoria de sedimentação baseada no balanço macroscópico de sólidos e fluido em um tan-

que de sedimentação. O cálculo da capacidade do equipamento em relação à concentração

inicial e à velocidade inicial da sedimentação para cada ensaio de sedimentação é dado

pela Equação 1.1 (COE; CLEVENGER, 1916 apud DAMASCENO, 1992).

qs =
vs0

1
εs0
− 1

εsU

(1.1)

Onde qs é a velocidade superficial dos sólidos alimentados no sedimentador, vs0 é a

velocidade inicial de sedimentação num ensaio em batelada com concentração inicial εs0

e εsU é a concentração da lama.

Após alguns testes de decantação de sangue em um tubo de ensaio, Boycott (1920)

verificou que as células sangúıneas decantam mais rapidamente em tubos inclinados do que
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em tubos verticais. Maiores descrições teóricas desse fenômeno foram apresentadas por

Ponder (1925) e Nakamura e Kuroda (1937), acompanhados de validação experimental.

Coe e Clevenger (1916 apud COMINGS, 1940) demonstraram que a sedimentação em

batelada de uma suspensão inicialmente homogênea gera quatro zonas de sedimentação:

uma zona de clarificado A, uma zona de concentração inicial constante B, uma zona

de transição com concentrações variáveis C e uma zona de compactação D, conforme a

Figura 1.1. No entanto, segundo Comings (1940), a sedimentação cont́ınua de suspensões

compresśıveis varia de acordo com a altura da zona de sedimentação e que o uso da

metodologia proposta por Coe e Clevenger (1916) não é aconselhada.

B

A

B

A

B

C

D

A

D

A

D

t = 0 t = t1 t = t2 t = t3 t = t4

Figura 1.1 – Ensaios de sedimentação em batelada (COE; CLEVENGER, 1916 apud
CONCHA; BÜRGER, 2003).

Por isso, Kynch (1952) formulou uma nova teoria para o processo de sedimentação

apenas com o uso de uma equação da continuidade, sem a necessidade de conhecimento

detalhado das forças que atuam sobre as part́ıculas. Na elaboração de sua teoria, foram

feitas as seguintes suposições:

• A concentração de part́ıculas é uniforme ao longo da horizontal;

• A concentração inicial aumenta em direção ao fundo do recipiente;

• A velocidade dos sólidos tende a zero na medida em que a densidade aumenta;

• A velocidade de queda das part́ıculas na sedimentação é determinada apenas pela

concentração local das part́ıculas;

• Os efeitos de parede podem ser ignorados;

• As part́ıculas possuem o mesmo tamanho e forma.
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A teoria de Kynch (1952) pressupõe a existência de uma interface superior de sedi-

mentação entre a zona de clarificado e a zona de concentração constante e que a mudança

da densidade de sólidos na suspensão se propaga como ondas do fundo do recipiente até

esta interface. O conhecimento da interface de sedimentação, juntamente com a con-

centração inicial das part́ıculas é suficiente para determinar a variação da velocidade de

sedimentação dos sólidos, de acordo com a Equação 1.2 e a Equação 1.3.

∂c

∂t
+ V (c)

∂c

∂x
= 0 (1.2)

V (c) = −∂S
∂c

(1.3)

Onde c é a concentração volumétrica de sólidos, V (c) é a velocidade dos sólidos e S é

o fluxo de part́ıculas.

Na Figura 1.2, é posśıvel verificar a curva de sedimentação em batelada e as linhas de

propagação de densidade de sólidos, cuja posição da interface superior varia em relação ao

tempo. Na Figura 1.3 é posśıvel observar as zonas de sedimentação em batelada e como o

processo ocorre ao longo do tempo, cuja comparação com os ensaios de Coe e Clevenger

(1916 apud CONCHA; BÜRGER, 2003) é feita.

t

x

O

DC

B

A

Figura 1.2 – Linhas de propagação da densidade de sólidos na sedimentação em batelada
(KYNCH, 1952).

Richardson e Zaki (1954) examinaram experimentalmente o efeito da concentração de

part́ıculas suspensas em relação a sua taxa de sedimentação e propuseram uma correlação

para sistemas fluidizados de sólidos e ĺıquido. Talmage e Fitch (1955) elaboraram um

procedimento gráfico para o cálculo da área de seção transversal de um sedimentador e

compararam a utilização da teoria de sedimentação de Coe e Clevenger (1916) e a teoria
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Figura 1.3 – Zonas de sedimentação em batelada, conforme a teoria de Kynch (1952).
Adaptado de (DAMASCENO, 1992).

de sedimentação em batelada de Kynch (1952), e verificaram que as duas metodologias

são equivalentes apenas a baixas concentrações.

Yoshioka, Hotta e Tanaka (1955) desenvolveram um método gráfico para a deter-

minação da distribuição de concentração em relação à altura de uma sedimentação em

batelada de diferentes suspensões floculantes homogêneas. Talmage e Fitch (1955) e

Hassett (1958) consideraram a utilização do modelo teórico de Kynch (1952) para o de-

senvolvimento de um tanque de sedimentação gravitacional de fluxo cont́ınuo.

Maude e Whitmore (1958) propuseram uma relação teórica entre a concentração e a

velocidade de sedimentação de part́ıculas em suspensões não floculantes, através de uma

relação emṕırica com o número de Reynolds, a distribuição granulométrica e a esfericidade

das part́ıculas sólidas.

Shannon et al. (1964) apresentaram um método geral para predizer o comportamento

de suspensões ideais na sedimentação em batelada. Foram feitos vários experimentos com

esferas de vidro em água e constatou-se a ocorrência de dupla concavidade no gráfico de

fluxo de sólidos por concentração, conforme Figura 1.4.

De acordo com Shannon e Tory (1966 apud CONCHA; BUSTOS, 1991), uma sus-

pensão ideal deve obedecer os seguintes critérios:

• As part́ıculas sólidas são pequenas (em relação ao recipiente), e possuem os mesmos

tamanhos, formatos e densidades;
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• As part́ıculas sólidas e o fluido na suspensão são incompresśıveis;

• Não existe transferência de massa entre os componentes;

• A velocidade de sedimentação em qualquer ponto na suspensão é somente função

da concentração local da part́ıcula.

Região
1

Região
2

Concentração, C

Região
4

Região
3

CCCC1 2 3 ∞

Ponto 
tangencial

Ponto de 
inflexão

Ponto de 
inflexão

F
lu

xo
 d

e 
só

li
do

s,
 S

Figura 1.4 – Gráfico de fluxo de sólidos duplamente côncavo para suspensões ideais.
Adaptado de (SHANNON et al., 1964).

Scott (1968) fez experimentos com suspensões de śılica em sedimentadores cont́ınuos

e observou o comportamento não-ideal da sedimentação de suspensões floculantes, como

a formação de vários canais estreitos, conhecido como channeling, de acordo com a Fi-

gura 1.5. Este efeito acelera a sedimentação das part́ıculas sólidas e por isso, a teoria de

Kynch (1952) e de Talmage e Fitch (1955) apresentam desvios para a sedimentação de

suspensões compresśıveis.

Shirato et al. (1970) foram de fato os primeiros a solucionarem numericamente o pro-

blema da sedimentação de suspensões densas que são compresśıveis e permeáveis, através

do uso de coeficientes variáveis. Adorján (1975 apud DAMASCENO, 1992) e Adorján

(1976 apud DAMASCENO, 1992) mostrou que, no caso de operações com suspensões que

levam a formação de sedimentos compresśıveis, o sedimentador pode ser melhor projetado

com aux́ılio de ensaios de adensamento em célula de compressão e permeabilidade.

D’Ávila (1976 apud DAMASCENO, 1992) formulou um modelo matemático bastante

elegante para a sedimentação binária isotérmica em batelada, utilizando a teoria das

misturas. Este autor mostrou que, devido à restrição cinemática existente no fundo

do recipiente, onde tanto a velocidade do fluido quanto a do sólido devem ser nulas, o

7



(a) (c)(b)

"Vulcões"

Traços
de canais
antigos

Zona de
canais

Interface

Figura 1.5 – Efeito de channeling na sedimentação. Adaptado de (SANIN; CLARKSON;
VESILIND, 2011).

problema de sedimentação em batelada pode ser abordado apenas pela resolução das

equações da continuidade e do movimento relativas ao sólido, com a adoção de hipóteses

constitutivas relativas à tensão nos sólidos e à força resistiva, a fim de tornar o sistema

determinado.

D’Ávila e Sampaio (1977 apud DAMASCENO, 1992) estudaram o projeto de sedi-

mentadores a partir da solução numérica do sistema de equações diferenciais proposto

por D’Ávila (1976), usando uma equação constitutiva para a tensão nos sólidos linear em

relação à porosidade.

Tiller e Leu (1980) desenvolveram um método para determinar os parâmetros para

a permeabilidade e a pressão exercida nos sólidos. O modelo consiste num conjunto de

equações emṕıricas para determinar os valores médios da porosidade e da pressão nos

sólidos, que são utilizados para a obtenção destes parâmetros graficamente.

Com o intuito de estender o modelo de Kynch (1952) para a sedimentação de sus-

pensões compresśıveis, Tiller (1981) elaborou um modelo que considera a presença de

duas interfaces ao longo da sedimentação: a primeira entre a zona de clarificado e a zona

de concentração constante, e a segunda entre a zona de concentrações variáveis e a zona

de compactação, conforme a Figura 1.6.

Devido à dificuldade em estabelecer as duas curvas de interface propostas por Tiller

(1981), Fitch (1983) sugeriu a utilização de duas retas tangentes ao gráfico: uma na curva

de sedimentação e outra na zona de compressão. Porém, as duas metodologias propostas

encontraram sérias limitações devido a incapacidade de visualizar o aumento da interface

inferior na zona de sedimentado com o tempo.

Nunziato (1983 apud NGUYEN, 2009) analisou o problema da sedimentação com mis-

tura de duas fases através da abordagem do continuum, onde a conservação do momento de
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Figura 1.6 – Interfaces na sedimentação. Adaptado de (TILLER, 1981).

cada fase pode ser escrita separadamente para ambas as fases da mistura, exceto quando

elas se interagem. A principal vantagem desta abordagem é a extensão dos modelos para

suspensões com altas concentrações.

Wakeman e Holdich (1984 apud GALVIN; WATERS, 1987) mostraram que na zona

de compactação, as forças inerciais são despreźıveis se comparadas com as forças gravi-

tacionais e de arrasto. No entanto, um pouco acima dessa zona, as forças inerciais são

significantes devido a mudança brusca na concentração de sólidos.

Givler e Mikatarian (1987) desenvolveram um modelo de escoamento fluido-part́ıcula

baseado na presença de part́ıculas ŕıgidas, esféricas e monodispersas num ĺıquido Newto-

niano incompresśıvel. Os balanços de massa e de momento são dadas para cada fase de

acordo com a teoria de mistura do continuum. As interações entre as fases são dominadas

por forças de arrasto interfacial e pelo gradiente de pressão.

Bustos e Concha (1988) constrúıram um modelo hiperbólico para a função de densi-

dade de fluxo com dois pontos de inflexão, baseado no modelo de Kynch (1952). Este

modelo resulta numa metodologia baseada em soluções fracas globais para todos os cinco

diferentes comportamentos verificados durante a sedimentação, são estes:

1. A concentração inicial aumenta rapidamente até a concentração máxima;

2. A concentração inicial muda repentinamente e então aumenta continuamente até a

concentração máxima;

3. A concentração aumenta continuamente da concentração inicial até a concentração

máxima;

4. A concentração inicial muda repentinamente e então aumenta continuamente, se-

guido por um aumento brusco até a concentração máxima;
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5. A concentração inicial aumenta continuamente e registra um salto até a concentração

máxima.

Independente do modo de sedimentação, o estado final de todos os processos de sedi-

mentação se resumem a duas regiões: uma suspensão com concentração máxima e uma

região de clarificado no topo.

Complementando os resultados obtidos em trabalhos anteriores, Concha e Bustos

(1991) apresentaram um processo cinemático hiperbólico unificado para a teoria de sedi-

mentação de Kynch (1952), utilizando um método de solução gráfico.

Stamatakis e Tien (1992) desenvolveram um método capaz de prever a sedimentação

em batelada de suspensões polidispersas utilizando as equações da continuidade de ambas

as fases de sólidos e de fluido, e incorporando correlações para estimar as velocidades de

sedimentação de part́ıculas de tamanhos diferentes. No entanto, a resolução das equações

necessita de condições de contorno variáveis, o que aumenta drasticamente a dificuldade

de resolução do modelo.

Vesilind e Jones (1993) estudaram o efeito de channelling em algumas suspensões,

como o carbonato de cálcio, e verificou que este efeito permite o escape de fluido da zona

de compactação, o que acelera a queda da interface devido a diluição das zonas superiores

e a compressão da zona de sedimentado.

Bürger e Tory (2000) utilizaram várias funções de densidade de fluxo na equação da

continuidade e resolveram o problema da sedimentação em batelada e da sedimentação

cont́ınua através de métodos matemáticos para leis de conservação. Posteriormente,

Bürger et al. (2000) adicionaram um termo difusivo na equação hiperbólica, para compen-

sar o efeito da floculação na sedimentação de sólidos compresśıveis e Bürger, Damasceno e

Karlsen (2004) modificaram o modelo anterior para suspensões floculantes em recipientes

com seção transversal variável.

Quispe, Concha e Toledo (2000) simularam o processo de sedimentação de uma sus-

pensão ideal com um modelo discreto, onde as forças gravitacionais, de interação entre

as part́ıculas, e o movimento dispersivo são processos que competem entre si. Os autores

obtiveram resultados computacionais para a sedimentação de part́ıculas esféricas ŕıgidas

monodispersas em água próximos aos dados experimentais.

Zamora e Bell (2004) modificaram um teste de viscosimetria (VST ), adicionando uma

sapata no fundo (VSST ), conforme a Figura 1.7. Esta modificação de baixo custo foi

desenvolvida para aumentar a consistência, a sensibilidade e a precisão do teste de visco-

simetria original. Os autores utilizaram o VST, o VSST e a sedimentação em flow loop

para investigar o comportamento da sedimentação de fluidos de perfuração visco-elástico

do tipo Herschel-Bulkley e obtiveram resultados preliminares utilizando um programa de

fluidodinâmica computacional (CFD).
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Figura 1.7 – Testes de viscosimetria: (a) Teste de viscosimetria tradicional (VST ); (b)
Teste de viscosimetria com a adição de uma sapata (sag shoe). Adaptado de
(ZAMORA; BELL, 2004).

1.2 Sedimentação de adensantes

A sedimentação de materiais densos suspensos nos fluidos de perfuração pode ocasionar

vários problemas durante a perfuração e conclusão do poço (OMLAND et al., 2007).

A sedimentação geralmente começa a uma taxa constante e as part́ıculas são con-

tinuamente depositadas no fundo do poço, formando um leito de estrutura solta que

gradualmente se consolida como resultado do peso dos sólidos acumulados. A formação

dessa zona de material compactado e sua subsequente recirculação podem gerar seve-

ros problemas operacionais, como dificuldade do controle do poço, perda de circulação,

instabilidades e entupimentos (ZAMORA; BELL, 2004).

Hanson et al. (1990) investigaram a sedimentação de barita em poços altamente in-

clinados, e descreveram dois processos-chave para minimizar a sedimentação de barita.

Primeiro, a variação de densidade é causada pela queda de sólidos compactados no fundo

do poço. Segundo, a maior parte das compactações de sólidos ocorrem enquanto o fluido

está circulando no poço.

Saasen et al. (1995) avaliaram experimentalmente a sedimentação da barita em condições

estáticas e dinâmicas. Os autores relataram propriedades viscoelásticas, suficiente para a

formação de gel necessária para manter a barita em suspensão.

Bern et al. (1998) estudaram a sedimentação dinâmica de barita circulando fluidos de

perfuração à base óleo dentro um tubo de perfuração excêntrico à baixa velocidade. Os

autores relataram que a rotação do tubo de perfuração previne a formação de sedimentos

e auxilia na ressuspensão dos sólidos já compactados no fundo.

11



Skalle et al. (1999) examinaram a sedimentação de barita em tubos inclinados em

condições estáticas e dinâmicas, e conclúıram que a decantação é maior quando o regime

de escoamento é laminar e indicaram que os parâmetros reológicos podem ser usados para

predizer problemas de estabilidade.

Tehrani e Zamora (2004) analisaram as propriedades reológicas de dois tipos de fluidos

de perfuração: o primeiro à base óleo e o segundo à base polimérica. Foi verificado que

a taxa de sedimentação dinâmica de fluidos com aditivos poliméricos é maior do que em

fluidos com base óleo em bentonita.

Arouca e Damasceno (2005) estudaram a sedimentação de suspensões através de um

modelo baseado na mecânica do cont́ınuo e avaliaram a concentração local das part́ıculas

sólidas em diferentes posições numa proveta graduada. Os autores utilizaram um equipa-

mento emissor de raios gamas, conforme a Figura 1.8, e compararam os valores experi-

mentais de concentração volumétrica do fluido BR-Mul com os resultados obtidos através

de simulação, demonstrando que a precisão do modelo era satisfatória.

2

4 3 1

8765
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10 - Computador
9 - Placa de aquisição de dados
8 - Analisador de canais SCA
7 - Amplificador
6 - Contador de pulsos
5 - Fonte de alta tensão
4 - Válvula fotomultiplicadora com pré-amplificador
3 - Detector de cintilação Nal(TL)
2 - Tubo de vidro
1 - Fonte de amerício-241

Figura 1.8 – Esquema geral da unidade experimental utilizada para a medição da concen-
tração local de part́ıculas. Adaptado de (MOREIRA, 2014).

Hemphill e Ravi (2006) reportaram que um dos principais mecanismos que podem

induzir a sedimentação dinâmica da barita é a rotação da coluna de perfuração.

Paslay, Sathuvalli e Payne (2007) descreveram a sedimentação dinâmica de fluidos

de perfuração considerando o comportamento do sistema de part́ıculas em um fluido de

Bingham num anular inclinado com pratos paralelos.
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Nguyen et al. (2009) analisaram a sedimentação de part́ıculas de barita no escoamento

de fluidos Newtonianos. Um sistema de quatro equações diferenciais parciais foi utilizado

para descrever a sedimentação dinâmica de barita e foram conduzidos vários experimentos

em um flow loop, de acordo com a Figura 1.9, para verificar os efeitos de excentricidade

do anular e da rotação da coluna e os resultados do modelo matemático proposto.
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Figura 1.9 – Equipamento utilizado para verificar os efeitos de excentricidade do anular
e da rotação da coluna. Adaptado de (NGUYEN et al., 2011).
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2 Materiais e métodos

Neste caṕıtulo, são mostrados os equipamentos utilizados e a metodologia empre-

gada na obtenção dos dados experimentais. Além disso, são descritos todos os métodos

matemáticos que foram aplicados na resolução dos modelos que serão apresentados nos

caṕıtulos posteriores.

2.1 Ensaios de sedimentação em batelada para a barita e a calcita

Os ensaios de sedimentação de adensantes em batelada foram realizados utilizando

várias suspensões aquosas, com diferentes concentrações volumétricas de sólidos e de

ĺıquido. Os sólidos utilizados foram a barita, devido a sua presença no fluido de perfuração

BR-Mul, e a calcita para efeito de comparação. Todos os ensaios foram feitos em uma

proveta graduada de 1 litro, onde as suspensões foram homogeneizadas em um misturador

Hamilton Beach R©, mostrado na Figura 2.1, e transferidas imediatamente para a proveta,

permitindo a sedimentação livre das part́ıculas, conforme ilustrado na Figura 2.2. A partir

deste momento, a altura da interface entre a zona clarificada e a zona de sedimentação

livre foi registrada manualmente a cada intervalo de tempo, até que a variação da altura

de sólidos sedimentados no fundo da proveta não apresentasse variação percept́ıvel.

Figura 2.1 – Misturador Hamilton Beach R© utilizado na homogeneização das suspensões
de barita e de calcita.
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Figura 2.2 – Proveta graduada de 1 litro utilizada na avaliação da altura de interface ao
longo do tempo.

Os experimentos foram realizados com suspensões aquosas de barita e de calcita, uti-

lizando as concentrações volumétricas iniciais de 6, 7%, 12% e 20%. Todos os ensaios de

sedimentação livre foram feitos em triplicata, cujos valores iniciais de altura de suspensão

são descritos na Tabela 2.1 e a média dos valores experimentais medidos ao longo do

tempo são descritos no Apêndice A juntamente com os erros relativos das simulações.

Tabela 2.1 – Valores iniciais das alturas de suspensão na proveta graduada e do tempo
total das sedimentações em batelada.

Concentração
volumétrica (%)

Barita Calcita

Altura (m) Tempo (s) Altura (m) Tempo (s)

0,067 0,322 3000 0,329 3600
0,120 0,325 3600 0,325 4200
0,200 0,325 4800 0,326 9000

As densidades médias da barita e da calcita foram medidos através de teste de pic-

nometria e os diâmetros médios de part́ıculas de cada mineral foram avaliados em um

analisador de tamanho de part́ıculas Malvern R©, como mostra a Figura 2.3.

O gráfico da distribuição granulométrica da barita é apresentado na Figura 2.4 e o

da calcita na Figura 2.5. Os resultados obtidos para o diâmetro médio de part́ıculas e a

densidade dos sólidos são mostrados na Tabela 2.2.
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Figura 2.3 – Analisador de tamanho de part́ıculas Malvern R© utilizado na análise granu-
lométrica da barita e da calcita.
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Figura 2.4 – Distribuição granulométrica da barita utilizada nos ensaios de sedimentação.
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Figura 2.5 – Distribuição granulométrica da calcita utilizada nos ensaios de sedimentação.
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Tabela 2.2 – Propriedades f́ısicas da barita e da calcita.

Sólido Densidade (g · cm−3)
Diâmetro médio (µm)
d[4,3] d[3,2] d50

Barita 3, 92± 0, 06 21,045 5,321 14,797
Calcita 2, 78± 0, 06 18,795 6,018 16,795

2.2 Ensaios de sedimentação em batelada para o fluido BR-Mul

A avaliação da sedimentação do fluido de perfuração BR-Mul foi realizado pela Facul-

dade de Engenharia Qúımica da Universidade Federal de Uberlândia por Fagundes (2015),

com dois fluidos BR-Mul de diferentes concentrações volumétricas iniciais de sólidos. O

fluido BR-Mul é composto por uma mistura de água e n-parafina na fase ĺıquida e prin-

cipalmente de barita na fase sólida.

Foram efetuados no total três experimentos com duração de 29 dias, 124 dias e 365

dias respectivamente. Os experimentos de 29 dias e 124 dias utilizaram o fluido BR-Mul

com as propriedades f́ısicas descritas na Tabela 2.3 e o experimento de 365 dias com as

propriedades f́ısicas mostradas na Tabela 2.4.

Tabela 2.3 – Parâmetros da suspensão de BR-Mul nos experimentos de 29 dias e 124 dias.

Variável Valor Unidade

ρL 1060 kg ·m−3

ρs 3600 kg ·m−3

ds 25 µm
c0 0,086 rad
L 0,27 m

Tabela 2.4 – Parâmetros da suspensão de BR-Mul no experimento de 365 dias.

Variável Valor Unidade

ρL 1146 kg ·m−3

ρs 4500 kg ·m−3

ds 25 µm
c0 0,140 rad
L 0,21 m

O equipamento utilizado para a obtenção destes valores é visto na Figura 1.8 e os

valores finais de concentração volumétrica local de sólidos em relação à altura da pro-
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veta graduada que foram avaliados nos três ensaios de sedimentação são mostrados na

Tabela 2.5.

Após o término do experimento de 365 dias, é posśıvel visualizar uma região de cla-

rificado no topo da proveta graduada, porém esta região é bastante turva, conforme a

Figura 2.6.

Tabela 2.5 – Valores de concentração volumétrica local de sólidos no fluido BR-Mul.

Altura (m)
Experimento de

29 dias
Experimento de

124 dias
Experimento de

365 dias

0,005 0,0968 — 0,1924
0,010 0,0900 — 0,1916
0,015 — 0,1074 —
0,020 — 0,1047 0,1874
0,030 — — 0,1836
0,040 — 0,0903 0,1777
0,050 — 0,0845 —
0,060 — — 0,1697
0,080 — — 0,1588
0,120 0,0859 — 0,1445
0,160 — — 0,1387
0,180 — — 0,0030
0,190 — 0,0801 —
0,200 — — 0,0048
0,210 — -0,0147 —
0,240 0,0857 — —

Figura 2.6 – Zona de clarificado após o termino do experimento de sedimentação em ba-
telada de 365 dias (FAGUNDES, 2015).
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2.3 Métodos numéricos para a resolução de equações diferenciais

parciais

As equações diferenciais parciais surgem com muita frequência durante o processo

de modelagem matemática de fenômenos f́ısicos. Um exemplo deste tipo de modelo é a

lei de conservação representada pela Equação 2.1, que é representada por uma equação

diferencial parcial hiperbólica, cuja variável dependente é função do tempo e do espaço.

Para a resolução deste tipo de equação, deve-se fornecer uma condição inicial para cada

ponto espacial e possivelmente algumas condições de contorno, se o domı́nio espacial for

fechado.

∂u(x, t)

∂t
+
∂f(u(x, t))

∂y
= 0 (2.1)

Para assegurar a estabilidade de qualquer método utilizado para resolver uma equação

diferencial hiperbólica, a condição de Courant-Friedrichs-Lewy, representada na Equação 2.2,

deve ser satisfeita. ∣∣∣∣λp∆t∆x

∣∣∣∣ ≤ 1 (2.2)

Onde λp são os autovalores da lei de conservação, ∆t é o intervalo de tempo e ∆x é o

espaçamento entre as células da malha.

2.3.1 Método de Lax-Friedrichs

O método proposto por Lax (1954) para a resolução de uma equação hiperbólica não-

linear, escrita conforme a Equação 2.1, é bastante simples e tem como forma a Equação 2.3.

A principal vantagem do método é a não necessidade de resolver problemas de Riemann

a cada intervalo de tempo. No entanto, o método de Lax-Friedrichs introduz uma difusão

numérica artificial, que gera resultados numéricos insatisfatórios, exceto quando ∆x→ 0.

un+1
i =

1

2

(
uni−1 + uni+1

)
− ∆t

2∆x

(
f(uni+1)− f(uni−1)

)
(2.3)

2.3.2 Problema de Riemann

Segundo LeVeque (1992), o problema de Riemann consiste na resolução da lei de

conservação com valores iniciais particulares e de dois estados constantes separados por

uma descontinuidade.

2.3.2.1 Solução exata do problema de Riemann para a equação de advecção

Quando a lei de conservação é uma equação de advecção, exemplificada pela Equação 2.4,

as curvas caracteŕısticas se tornam constantes, conforme ilustrado na Figura 2.7 e a solução
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da equação de advecção varia de acordo com o sentido das curvas caracteŕısticas, conforme

mostrado na Figura 2.8.

∂u(x, t)

∂t
+ m

∂u(x, t)

∂y
= 0 (2.4)

t

a b

t

bb aa

Figura 2.7 – Curvas caracteŕısticas da equação de advecção: (a) Quando a constante m
for positiva; (b) Quando a constante m for negativa (LEVEQUE, 2002).

u(x,t)

u (x)0

Figura 2.8 – Curvas caracteŕısticas e solução da equação de advecção para a constante m
positiva (LEVEQUE, 1992).

A solução exata da equação de advecção, com condição inicial u(x, 0) e com condição

de contorno u(a, t) em x = a é dada pela Equação 2.5.

u(x, t) =

u(a, t)

(
t− (x− a)

m

)
se a < x < a+m(t− t0)

u(x, 0) (x−m(t− t0)) se a+m(t− t0) < x < b

(2.5)
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2.3.2.2 Solução exata do problema de Riemann para a lei de conservação não-linear

Quando a lei de conservação é uma equação diferencial hiperbólica não-linear, exem-

plificada na Equação 2.1, a solução ao longo das curvas caracteŕısticas depende da relação

entre o valor do fluxo de entrada na interface i− 1
2
, e do valor do fluxo de sáıda na interface

i+ 1
2
, em cada célula I = [i− 1

2
, i+ 1

2
], e cujos valores dependem de uL e uR, conforme o

exemplo na Equação 2.6 para uma descontinuidade em x = 0.

u(x, 0) =

uL x < 0

uR x > 0
(2.6)

Dependendo dos valores de uL e uR, o problema de Riemann pode ser resolvido através

de inúmeras soluções fracas (weak solutions), e algumas delas podem gerar soluções sem

sentido f́ısico. Por isso é necessário avaliar cada caso, de acordo com os valores de uL e

uR.

caso uL > uR

Neste caso, existe uma única solução fraca, que gera uma onda de choque de acordo

com a Figura 2.9, e cuja solução é dada pela Equação 2.7. O valor de s é a velocidade de

choque na qual a descontinuidade avança, mostrada na Equação 2.8.

u(x, t) =

uL x < st

uR x > st
(2.7)

s =
f(uL)− f(uR)

uL − uR
(2.8)

t

x = st

x00

Ru

uL

Figura 2.9 – Onda de choque e curvas caracteŕısticas da solução fraca (LEVEQUE, 1992).
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caso uL < uR

Neste caso existem infinitas soluções fracas, e uma dessas soluções é obtida de maneira

semelhante ao caso anterior. Porém, esta solução é instável para perturbações, porque as

curvas caracteŕısticas se afastam da região de choque, gerando uma violação de entropia,

conforme descrito pela Figura 2.10.

0

x = st

Ru

Lu

0

Figura 2.10 – Onda de choque com violação de entropia e curvas caracteŕısticas para uma
solução fraca instável (LEVEQUE, 1992).

A melhor solução fraca para este problema é através do conceito de ondas de rarefação,

que é estável para perturbações, conforme a Figura 2.11, e cujos valores desta solução fraca

são descritos na Equação 2.9.

u(x, t) =


uL x < uLt
x

t
uLt ≤ x ≤ uRt

uR x > uRt

(2.9)

Ru

Lu

00

Figura 2.11 – Onda de rarefação e curvas caracteŕısticas de uma solução fraca (LEVE-
QUE, 1992).
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2.3.3 Método de Godunov

O método proposto por Godunov (1959) é uma extensão do modelo upwind aplicado

para leis de conservação não-lineares. A principal dificuldade na aplicação do método é a

resolução de problemas de Riemann em cada célula do domı́nio para todos os intervalos

de tempo, como mostra a Figura 2.12.

Média

x
i+1i

i+1/2i-1/2
i-1

Δt

tt

Figura 2.12 – Aproximação de Godunov da solução local para o problema de Riemann
dentro de uma célula Ii em um dado tempo. Adaptado de (TORO, 2009).

A forma conservativa do método de Godunov é apresentada na Equação 2.10.

un+1
i = uni −

∆t

∆x

[
F (û(uni , u

n
i+1))− F (û(uni−1, u

n
i ))
]

(2.10)

Onde o termo F (û(uni , u
n
i+1)) representa a função de fluxo, que varia de acordo com o

tipo de solução fraca implementada. Para uma equação diferencial hiperbólica convexa,

com f ′′(u(x, t)) = 0 para ∀x, existem cinco casos posśıveis, dependentes do autovalor da

função f(u(x, t)) e da velocidade de choque s, como mostra a Equação 2.11.



f ′(uni ), f ′(uni+1) ≥ 0 û(uni , u
n
i+1) = uni

f ′(uni ), f ′(uni+1) ≤ 0 û(uni , u
n
i+1) = uni+1

f ′(uni ) ≥ 0 ≥ f ′(uni+1) û(uni , u
n
i+1) = uni se s > 0

f ′(uni ) ≥ 0 ≥ f ′(uni+1) û(uni , u
n
i+1) = uni+1 se s < 0

f ′(uni ) < 0 < f ′(uni+1) û(uni , u
n
i+1) = u0 (rarefação transônica)

(2.11)

Quando ocorre a rarefação transônica, o valor de û(uni , u
n
i+1) será um valor inter-

mediário a uni e uni+1, desde que f ′(û(uni , u
n
i+1)) = 0.

2.3.4 Métodos TVD

Um método TVD (Total variation diminishing) garante que a variação total dos va-

lores iniciais não aumenta ao longo do tempo para todos os valores de un (LEVEQUE,
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1992), conforme a Equação 2.12. Esta exigência permite a convergência de um método

numérico consistente e conservativo.

TV
(
un+1

)
≤ TV (un) (2.12)

2.3.4.1 Funções limitadoras de fluxo para métodos upwind

O objetivo principal de uma função limitadora de fluxo é aumentar a precisão de

um método e garantir as propriedades de um método TVD. A região na qual a função

limitadora de segunda ordem no espaço deve passar é mostrada na Figura 2.13, e depende

dos valores da razão de fluxo ri± 1
2

em cada extremidade da célula I =
[
i− 1

2
, i+ 1

2

]
, de

acordo com a Equação 2.13.

ri+ 1
2

=
uni − uni−1

uni+1 − uni
(2.13)

 0

 0,5

 1

 1,5

 2

 2,5

 0  0,5  1  1,5  2  2,5  3  3,5  4

Ψ
 (r

)

r

Figura 2.13 – Função limitadora de van Leer e a região onde as funções limitadoras de
fluxo são TVDs de segunda ordem. Adaptado de (SWEBY, 1984).

Algumas das principais funções limitadoras de fluxo são mostradas na Tabela 2.6.

2.3.4.2 Esquema MUSCL

Van Leer (1977) introduziu a ideia de modificar os valores constantes no método de

primeira ordem de Godunov (1959), como o primeiro passo para obter maior ordem de

precisão. Este procedimento é conhecido como MUSCL (Monotone Upstream–centred

Scheme for Conservation Laws).
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Tabela 2.6 – Principais funções limitadoras de fluxo de alta resolução (LEVEQUE, 2002).

Nome Função

Minmod max(0,min(1, r))
Superbee max(0,min(1, 2r),min(2, r))

MC max(0,min(2, (1 + r)/2, 2r))

van Leer
r + |r|
1 + |r|

O modo mais simples de modificar o valor constante uni em cada célula I, é através de

uma função linear, conforme Equação 2.14.

ui(x) = uni +
(x− xi)

∆x
Ψ(r) (2.14)

Os valores nos extremos de cada célula tem papel fundamental no esquema MUSCL,

conforme Equação 2.15, onde Ψ
(
ri± 1

2

)
normalmente representa uma função limitadora

de fluxo que possui propriedades do método TVD. A representação desta reconstrução é

mostrada na Figura 2.14.

u(x, t) =

uLi = uni − 1
2
Ψ
(
ri− 1

2

)
uRi = uni + 1

2
Ψ
(
ri+ 1

2

) (2.15)

(x)

R
iu

Lui

n
iu

x
ΔxΔx/20

iu

Figura 2.14 – Reconstrução linear dos valores em uma célula I através de MUSCL
(TORO, 2009).
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2.3.4.3 O método de MUSCL–Hancock (MHM)

Neste método, os valores dos extremos de cada célula, uLi e uRi , obtidos através do

esquema MUSCL, são extrapolados utilizando a Equação 2.16. O objetivo é manter esses

valores constantes dentro da célula I =
[
i− 1

2
, i+ 1

2

]
, de acordo com a Figura 2.15.

u(x, t) =

uLi = uLi + 1
2

∆t
∆x

[
f
(
uLi
)
− f

(
uRi
)]

uRi = uRi + 1
2

∆t
∆x

[
f
(
uLi
)
− f

(
uRi
)] (2.16)

–R
iu

–Lui+1

L
i+1u

R
iu

i+1i+1/2i

Figura 2.15 – Valores extrapolados de uRi e uLi+1 em cada interface i+ 1
2

(TORO, 2009).

Estes valores obtidos são utilizados analogamente ao método de primeira ordem de

Godunov (1959). Porém, ao invés dos valores médio de cada célula, os fluxos de entrada e

de sáıda são calculados com os valores obtidos nas fronteiras, como mostra a Equação 2.17.

un+1
i = uni −

∆t

∆x

[
F (û(uRi , u

L
i+1))− F (û(uRi−1, u

L
i ))
]

(2.17)

2.3.5 Método das linhas

O método das linhas é um procedimento numérico no qual as derivadas parciais espa-

ciais de uma equação diferencial parcial são aproximadas algebricamente, normalmente

através de diferenças finitas (SCHIESSER; GRIFFITHS, 2009).

As equações diferenciais resultantes somente são independentes de uma variável com

uma condição inicial, sendo geralmente a variável tempo nas aplicações f́ısicas. Deste

modo, a aproximação pelo método das linhas substitui um sistema de equações diferen-

ciais parciais por um sistema de equações diferenciais ordinários com condições iniciais

(SCHIESSER; GRIFFITHS, 2009).
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3 Modelagem matemática

A modelagem matemática dos processos de sedimentação investigados neste traba-

lho consiste de um sistema de equações diferenciais parciais (EDPs), representado pelas

equações de conservação da massa e de movimento, além de correlações emṕıricas e cons-

titutivas para descrever forças viscosas, de interação e de arrasto. Portanto, neste caṕıtulo

é apresentado o equacionamento utilizado para as fases de sólidos e de ĺıquido, além das

forças de interação entre estas fases, e os parâmetros destas equações.

3.1 Equações de conservação de massa

As equações de conservação de massa podem ser expressas em função da concentração

volumétrica c e das velocidades das fases individuais (SHOOK; ROCO, 1991). A equação

de conservação de massa para a fase sólida é dada pela Equação 3.1 e para a fase ĺıquida

pela Equação 3.2.

∂ (cρs)

∂t
+
−→
∇ · (cρs−→vs ) = 0 (3.1)

∂ [(1− c) ρL]

∂t
+
−→
∇ · [(1− c) ρL−→vL] = 0 (3.2)

Para o escoamento bidimensional transiente, considerando que as densidades da fase

sólida e da fase ĺıquida são constantes ao longo do tempo, as equações de conservação

de massa em duas dimensões, para cada uma das duas fases, podem ser descritas pela

Equação 3.3 e pela Equação 3.4, respectivamente.

∂c

∂t
= −c∂vsy

∂y
− vsy

∂c

∂y
− c∂vsz

∂z
− vsz

∂c

∂z
(3.3)

∂ (1− c)
∂t

= − (1− c) ∂vLy
∂y

+ vLy
∂c

∂y
− (1− c) ∂vLz

∂z
+ vLz

∂c

∂z
(3.4)

3.2 Equações do movimento

As equações do movimento para as part́ıculas e para o fluido são dadas pela Equação 3.5

e pela Equação 3.6. Nestas equações, as forças de interações entre as fases são modela-

dos separadamente porque elas atuam em diferentes partes da superf́ıcie de contorno do

volume de controle (SHOOK; ROCO, 1991).

D (cρs
−→v s)

Dt
+
−→
∇ · (cρs−→v s

−→v s) = −
−→
∇ (cP ) + cρs

−→g + c
(−→
f sL +

−→
f ss +

−→
f sw

)
(3.5)
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D [(1− c) ρl−→v L]

Dt
+
−→
∇ · [(1− c)ρL−→v L

−→v L] =

−
−→
∇ [(1− c)P ] + (1− c) ρL−→g + (1− c)

(−→
f Ls +

−→
f LL +

−→
f Lw

) (3.6)

Para um problema transiente bidimensional, as equações do movimento para as duas

fases se transformam em quatro equações, duas para cada componente, de acordo com a

Equação 3.7 e a Equação 3.8.


∂vsy
∂t

= − 1

ρsc

(
c
∂P

∂y
− P ∂c

∂y

)
− gy +

1

ρs
(f ysL + f yss + f ysw)− vsy

∂vsz
∂z
− vsz

∂vsy
∂z

∂vsz
∂t

= − 1

ρsc

(
c
∂P

∂y
− P ∂c

∂y

)
− gz +

1

ρs
(f zsL + f zss + f zsw)− vsz

∂vsy
∂y
− vsy

∂vsz
∂y

(3.7)



∂vLy
∂t

= − 1

ρL (1− c)

(
(1− c) ∂P

∂y
− P ∂c

∂y

)
− gy +

1

ρL
(f yLs + f yLL + f zLw)

−vLy
∂vLz
∂z
− vLz

∂vLy
∂z

∂vLz
∂t

= − 1

ρL (1− c)

(
(1− c) ∂P

∂z
− P ∂c

∂z

)
− gz +

1

ρL
(f zLs + f zLL + f yLw)

−vLz
∂vLy
∂y
− vLy

∂vLz
∂y

(3.8)

3.2.1 Forças de interação

As forças de interação presentes na Equação 3.7 e na Equação 3.8 são descritas a seguir.

As forças de interação entre ĺıquido-parede
−→
f Lw e sólidos-parede

−→
f sw são desconsideradas

porque as forças interfaciais são predominantes, a menos que a concentração volumétrica

seja muito baixa ou o diâmetro das part́ıculas seja muito grande.

3.2.1.1 Força de interação entre sólidos e ĺıquido

A força de interação entre as fases sólido e ĺıquido depende do valor da força de ar-

rasto FD. Devido ao efeito de população nas part́ıculas circundantes, que se aglomeram

e aumentam progressivamente o valor da força de arrasto, é necessária a modificação

desta equação. Através dos resultados experimentais de Richardson e Zaki (1954) é ob-

tida a força de arrasto para part́ıculas esféricas isométricas nestas condições, conforme a

Equação 3.9.

−→
F D =

CDsρL (−→v L −−→v s)Ap

2ds (1− c)1,7 |−→v L −−→v s| (3.9)

A força de interação sólido-ĺıquido é proporcional á força de arrasto por unidade de

volume. Dividindo a Equação 3.9 pelo volume da esfera, obtém-se a Equação 3.10.

−→
f sL =

3CDsρL (−→v L −−→v s)

4ds (1− c)1,7 |−→v L −−→v s| (3.10)
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3.2.1.2 Força de interação entre ĺıquido e sólidos

A força de interação ĺıquido-sólido é causada pela força de interação da fase sólida em

uma unidade de volume. O somatório das forças de interação interfaciais por unidade de

volume da suspensão são nulas, conforme a Equação 3.11.

c
−→
f sL + (1− c)

−→
f Ls = 0 (3.11)

Substituindo a Equação 3.10 na Equação 3.11, obtém-se a Equação 3.12.

−→
f Ls = −c3CDsρL (−→v L −−→v s)

4ds (1− c)2,7 |−→v L −−→v s| (3.12)

3.2.1.3 Forças de interação entre mesma fase

Quando a concentração volumétrica aumenta, a força sólido-sólido se torna significante

e deve ser adicionada à equação do movimento. Por outro lado, a força ĺıquido-ĺıquido

pode ser negligenciada, pois a interação entre as duas fases é predominante.

No entanto, à medida que a concentração volumétrica diminui, a força ĺıquido-ĺıquido

deve ser considerada em detrimento à força sólido-sólido. A Equação 3.13 demonstra a

relação das forças com o tensor de estresse efetivo
−→−→τ .

−→
f ss = −1

c

−→
∇ ·
−→−→τ s

−→
f LL = − 1

(1− c)
−→
∇ ·
−→−→τ L

(3.13)

Considerando o comportamento de fluido Newtoniano, a viscosidade relativa da sus-

pensão para a fase sólida é calculada através da correlação de Einstein (1906), escrita na

Equação 3.14.

µr = 1 + 2, 5c (3.14)

3.2.1.4 Coeficiente de arrasto utilizado nas equações do movimento

O coeficiente de arrasto CDs é utilizado nas forças de interação das fases sólida e

ĺıquida. Considerando o regime de escoamento de Stokes e o valor do coeficiente adimen-

sional de Reynolds, Res < 0, 2, o coeficiente de arrasto para uma part́ıcula é descrito na

Equação 3.15.

CDs =
24

Res
(3.15)

Onde o número de Reynolds para uma part́ıcula, Res é mostrado na Equação 3.16.

Res =
ds (1− c) |vL − vs| ρL

µL
(3.16)
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3.2.2 Tempo de relaxação

Se uma part́ıcula de sólido com velocidade vs é introduzida em um fluido de velocidade

vL, as forças principais que atuam sobre esta part́ıcula são a força de arrasto e a inércia.

O processo de aceleração pode ser descrito pela Equação 3.17.

(Vp)
d (vL − vs)

d t
= −
−→
F D (3.17)

Considerando o efeito de população, conforme Richardson e Zaki (1954), a força de

arrasto por unidade de volume pode ser reescrito através da Equação 3.10.

O tempo de relaxação para a transferência de momento entre o fluido e a part́ıcula

pode ser reescrito na forma disposta pela Equação 3.18 (SHOOK; ROCO, 1991).

d (vL − vs)
d t

= −(vL − vs)
tr

(3.18)

Substituindo a força de interação sólido-ĺıquido pela derivada na Equação 3.18, o

tempo de relaxação tr é obtido através da Equação 3.19.

tr =
4

3

ρsdP (1− c0)1.7

ρLCD |vL − vs|
(3.19)

Se o tempo de relaxação for pequeno comparado ao tempo de outros fenômenos, pode-

se considerar que a mistura entre as fases de sólido e de ĺıquido atua como um fluido

homogêneo.
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4 Resultados e Discussões

4.1 Escoamento transiente sem presença de sólidos

Para a validação do modelo proposto num escoamento transiente sem a presença de

sólidos, ou seja, uma versão simplificada do problema, foi utilizada a Equação 3.8 (repetida

abaixo para maior conveniência), considerando o valor de c = 0.



∂vLy
∂t

= − 1

ρL (1− c)

(
(1− c) ∂P

∂y
− P ∂c

∂y

)
− gy +

1

ρL
(f yLs + f yLL + f zLw)

−vLy
∂vLz
∂z
− vLz

∂vLy
∂z

∂vLz
∂t

= − 1

ρL (1− c)

(
(1− c) ∂P

∂z
− P ∂c

∂z

)
− gz +

1

ρL
(f zLs + f zLL + f yLw)

−vLz
∂vLy
∂y
− vLy

∂vLz
∂y

O modelo matemático é utilizado para descrever o problema do escoamento horizontal

de um fluido Newtoniano de alta viscosidade, sujeito a um gradiente de pressão linear no

interior de um tubo de comprimento L e diâmetro D, conforme ilustrado na Figura 4.1.

Após algumas manipulações algébricas, o modelo se resume às equações do movimento de

Navier-Stokes, de acordo com a Equação 4.1.

z

y

L0

0

D

Figura 4.1 – Representação do tubo horizontal de comprimento L e altura D.
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∂vLy
∂t

= − 1

ρL

∂P

∂y
+ g cos (θ) +

µL
ρL

(
∂2vLy
∂y2

+
∂2vLy
∂z2

)
− vLy

∂vLy
∂y
− vLz

∂vLy
∂z

∂vLz
∂t

= − 1

ρL

∂P

∂z
+ g sin (θ) +

µL
ρL

(
∂2vlz
∂y2

+
∂2vLz
∂z2

)
− vLy

∂vLz
∂y
− vLz

∂vLz
∂z

(4.1)

As condições iniciais do modelo de escoamento sem sólidos são dadas na Equação 4.2

e as condições de contorno do sistema na Equação 4.3.{
t = 0 vLy = vLy0 0 < y < D , 0 < z < L

t = 0 vLz = vLz0 0 < y < D , 0 < z < L
(4.2)



z = 0 vLy = vLy0 , vLz = vLz0 ∀t

z = L
∂vLy
∂z

= 0 ,
∂vLz
∂y

= 0 ∀t

y = 0 vLy = 0 , vLz = 0 ∀t
y = D vLy = 0 , vLz = 0 ∀t

(4.3)

Os parâmetros utilizados na Equação 4.1 estão dispostos na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 – Parâmetros utilizados no modelo de escoamento sem sólidos.

Variável Valor Unidade

µL 0,0620 kg ·m−1 · s−1

ρL 850,6 kg ·m−3

∆Pz 200 kg ·m−1 · s−2

vLz0 0,1557 m · s−1

vLy0 0 m · s−1

L 10,67 m
D 0,1016 m
θ 0 rad

A integração do sistema foi feita até o instante t = 120s e os perfis de velocidade em

diferentes pontos do tubo horizontal são mostrados na Figura 4.2.

vLz∞ =
∆P

2µLL

(
y2 −Dy

)
(4.4)

Para verificar a acurácia da solução numérica do modelo matemático descrito pela

Equação 4.1, o perfil de velocidade do escoamento de ĺıquido no instante t = 120 s e

na posição L = 10, 67m (final do tubo) foi comparado com a solução anaĺıtica, dada

pela Equação 4.4 extráıda de Bird, Stewart e Lightfoot (2002). A resolução do modelo

matemático do processo foi calculada através de um integrador numérico que utiliza o

método das linhas e que fornece soluções com grande precisão, como mostra a Figura 4.3.
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Figura 4.2 – Valores para a velocidade de escoamento axial em diferentes pontos do tubo
de comprimento L.
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Figura 4.3 – Comparação entre os valores numérico e anaĺıtico do perfil de velocidade no
final do tubo, no instante t = 120s.

35



4.2 Escoamento transiente com presença de sólidos

4.2.1 Tempo de relaxação para uma suspensão de sólidos monodispersos

Com o objetivo de avaliar o escoamento de uma suspensão de sólidos monodispersos,

foi elaborado um modelo de transporte hidráulico capaz de prever o tempo necessário no

qual as part́ıculas sólidas adquirem a mesma velocidade do ĺıquido na entrada do tubo.

O modelo consiste em duas equações do movimento, onde a fase de sólidos e a fase de

ĺıquido são modeladas pela Equação 4.5.


∂vsy
∂t

= − 1

cρs

[
c
∂P

∂z
+ c (f zsL + f zss)

]
∂vLy
∂t

= − 1

(1− c)ρL

[
(1− c)∂P

∂z
+ (1− c) (f zLs + f zLL)

] (4.5)

As condições iniciais do modelo de escoamento com a presença de sólidos monodisper-

sos são mostrados na Equação 4.6 e as condições de contorno do sistema são as mesmas

do problema anterior, ou seja, são descritas pela Equação 4.3.

Os parâmetros utilizados nas equações são iguais aos utilizados para o modelo de

escoamento sem sólidos, conforme Tabela 4.1, acrescidos pelos valores do diâmetro médio

de part́ıcula e da densidade de sólidos da barita utilizada neste trabalho, de acordo com

a Tabela 4.2. {
t = 0 vsz = vsz0 0 < y < D , z = 0

t = 0 vLz = vLz0 0 < y < D , z = 0
(4.6)

Tabela 4.2 – Parâmetros adicionais para o modelo de escoamento com presença de sólidos.

Variável Valor Unidade

ds 21,045 µm
ρs 3920 kg ·m−3

As simulações foram feitas utilizando as concentrações volumétricas iniciais de 6, 7%,

12% e 20%. Para efeito de comparação, calcularam-se os valores de tempo obtidos através

do modelo proposto e com a equação de tempo de relaxação obtida através do balanço

das forças de arrasto e de inércia, conforme Equação 3.19.

Os perfis obtidos quando as velocidades dos sólidos se igualam com a velocidade de

ĺıquido são mostrados na Figura 4.4, e os valores de tempo obtidos pelo modelo e pela

Equação 3.19 são apresentados na Tabela 4.3.

Como o valor do tempo de relaxação das part́ıculas é muito pequeno, tanto no mo-

delo quanto na equação, pode-se considerar que as suspensões de sólidos em ĺıquido se

comportam como um fluido homogêneo a partir do tempo inicial.
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Figura 4.4 – Perfis de velocidade para as três concentrações volumétricas iniciais no ins-
tante em que as velocidades das duas fases se igualam.

Tabela 4.3 – Tempo total para que as velocidades das fases sólido e ĺıquido se igualem.

Concentração inicial (%) Tempo — modelo (µs) Tempo — Equação 3.19 (µs)

6,7 6,70 1,29
12,0 4,68 1,10
20,0 2,74 0,85
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4.3 Sedimentação de sólidos adensantes em batelada

O modelo matemático do processo de sedimentação consiste de um sistema de equações

diferenciais parciais (EDPs), com duas propostas de solução. A primeira abordagem

(subseção 4.3.1) faz uso de modelos conservativos, onde a velocidade relativa entre o

sólido e o fluido é somente função da concentração volumétrica do sólido. Baseado nesta

teoria é posśıvel descrever o processo através da equação da continuidade, onde a variação

espacial da concentração é substitúıda por funções de densidade de fluxo. Assim, o modelo

matemático que descreve o processo de sedimentação é resolvido através de métodos para

equações hiperbólicas, como o método de Godunov e o método de Lax-Friedrichs. Na

segunda abordagem (subseção 4.3.2), utilizou-se um modelo simplificado composto pela

equação da continuidade e a equação do movimento, considerando as forças de interação

entre as fases sólido e ĺıquido.

A representação do sistema utilizado na modelagem para a simulação da curva de sedi-

mentação da barita e da calcita em uma proveta graduada está representada na Figura 4.5,

e as condições de contorno do sistema são descritos pela Equação 4.7.

h

y

Figura 4.5 – Representação da proveta de altura de suspensão h, mostrando o referencial
do eixo y.

{
y < 0 c = 0, vsy = 0 ∀t
y > h c = 0, vsy = 0 ∀t

(4.7)

As propriedades f́ısicas do fluido são descritas na Tabela 4.4, e a dos sólidos na Ta-

bela 2.2.

38



Tabela 4.4 – Parâmetros das simulações

Variável Valor Unidade

ρL 1000 kg ·m−3

µL 0,001 kg ·m−1 · s−1

4.3.1 Modelos conservativos

De acordo com a teoria de sedimentação de Kynch (1952), a velocidade relativa entre

os sólidos e o fluido é somente função da concentração volumétrica de sólidos. Baseado

nesta teoria, é posśıvel descrever o processo através da equação da continuidade, de acordo

com a Equação 4.8, cujas condições iniciais são descritas pela Equação 4.9.

∂c

∂t
+
∂[cvs(c)]

∂y
= 0 (4.8)


0 y > h

c0 0 ≤ y ≤ h

cmax y < 0

(4.9)

Utilizando a lei de conservação, foram estudadas quatro funções de densidade de fluxo,

que são funções cujo valor é fbk(c) = cvs(c) e que possuem ao menos duas ráızes reais de

valores 0 e cmax, para descrever a concentração volumétrica de sólidos ao longo da altura

de uma proveta.

De acordo com Bürger e Tory (2000), as funções de densidade de fluxo possuem as

seguintes propriedades destacadas na Equação 4.10. Todas as funções de densidade de

fluxo utilizadas nas simulações, são descritas na Tabela 4.5.
fbk(c) < 0 para 0 < c < cmax

fbk(0) = fbk(cmax) = 0

f
′

bk(0) < 0

f
′

bk(cmax) > 0

(4.10)

A primeira função de densidade de fluxo foi proposta por Richardson e Zaki (1954) e

descreve a velocidade de sólidos dependente da concentração local e da velocidade terminal

da part́ıcula, sem levar em conta a porosidade da zona de compactação formada no fundo

do recipiente, pois a concentração volumétrica máxima admitida é cmax = 1.

A segunda função de densidade de fluxo, obtida por Michaels e Bolger (1962) relata

a mesma dependência, mas impõe uma concentração volumétrica máxima na qual as

part́ıculas podem se compactar.

A terceira função de densidade de fluxo, formulada por Shannon, Stroupe e Tory

(1963), considera a ocorrência de dupla concavidade no gráfico de fluxo de sólidos, e foi
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Tabela 4.5 – funções de densidade de fluxo utilizadas na modelagem computacional.

Número Autor Função cmax

(1) Richardson e Zaki (1954) fbk(c) = −cv∞ (1− c)4,7 1

(2) Michaels e Bolger (1962) fbk(c) = −cv∞
(

1− c

cmax

)4,7

0,5

(3)
Modificado de

Shannon, Stroupe e Tory (1963)
fbk(c) = v∞(−0, 33843c+ 1, 37672c2

−1, 62275c3 − 0, 11264c4 + 1, 11744c5)
0,5

(4) Barton, Li e Spencer (1992)
fbk(c) = v0c

(
1− c

cmax

)q
+

v1c
2 (cmax − c)

0,5

adaptada para incluir a velocidade terminal de Stokes (1851) para uma única part́ıcula, de

modo que as densidades de ambas as fases e a viscosidade do fluido possam ser inclúıdas na

resolução da equação da continuidade. Além disso, o último termo da função de densidade

foi modificado para que uma das ráızes reais do polinômio seja a concentração máxima

cmax = 0, 5.

A quarta função de densidade de fluxo, reportada por Barton, Li e Spencer (1992)

descreve uma equação similar à obtida por Michaels e Bolger (1962), com a adição de

um segundo termo, com a finalidade de corrigir a velocidade de queda das part́ıculas com

a velocidade de ascensão da fase ĺıquida. Os parâmetros desta equação são descritos na

Tabela 4.6.

Tabela 4.6 – Parâmetros relacionados a função de densidade de fluxo de Barton, Li e
Spencer (1992).

Variável Valor Unidade Descrição

v0 v∞ ms−1 Velocidade terminal de uma
única part́ıcula (STOKES, 1851)

v1 v∞c(1− c)3,7 ms−1 Velocidade de escoamento de
ĺıquido (RICHARDSON; ZAKI, 1954)

q 4, 7 Constante positiva

A resolução da lei de conservação de massa é feita através de métodos para equações

hiperbólicas. A Equação 4.8 foi resolvida através do método de Godunov (1959) e do

método de Lax (1954) e Friedrichs (1954), com passo de integração no tempo dt = 1s e

quantidade de células na malha baseado no valor do número de Courant-Friedrichs-Lewy

próximo à 1. As simulações foram feitas com as suspensões de barita e de calcita e os

resultados obtidos para a sedimentação dos sólidos foram apresentados considerando a

concentração volumétrica inicial das suspensões. Foram gerados perfis de concentração
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para cada função de densidade de fluxo e a altura da interface entre a zona clarificada e

a zona de sedimentação livre foi computada a cada instante de tempo igual ao passo de

integração.

4.3.1.1 Resultados da sedimentação de barita

Os resultados da simulação da sedimentação livre da suspensão de barita em uma

proveta foram divididos em relação as concentrações volumétricas iniciais c0 = 6, 7%,

c0 = 12, 0% e c0 = 20, 0%. Os gráficos de concentração em relação à altura da proveta

exibem 10 perfis de concentração separados por instantes de tempo equivalentes e os

gráficos de altura de interface exibem 4 curvas de sedimentação ao longo do tempo, cada

uma de acordo com a função de densidade de fluxo utilizada.

Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 067

Os perfis de concentração volumétrica com c0 = 0, 067, para cada função de densidade

de fluxo são mostrados na Figura 4.6. Através desses resultados, é posśıvel verificar a

diferença do comportamento dos perfis de concentração e a influência na velocidade com

que a interface se desloca ao longo tempo, conforme ilustra a Figura 4.7.

De todos os resultados, o modelo de Richardson e Zaki (1954) apresenta o menor

tempo de sedimentação e a menor altura de interface. Esse comportamento pode ser

justificado pela consideração da concentração volumétrica máxima na qual esta função de

densidade de fluxo é modelada, cmax = 1, enquanto que as outras funções de densidade

de fluxo simularam as alturas finais de interface em um posição mais elevada.

Através da Figura 4.7, é posśıvel verificar que as funções de densidade de fluxo de

Michaels e Bolger (1962) e de Barton, Li e Spencer (1992) apresentaram os melhores

resultados em comparação aos valores experimentais, e que a função de Shannon, Stroupe

e Tory (1963) apresentou um resultado de sedimentação tardio, mas com a altura final

da interface um pouco menor que o valor experimental e maior que a altura de interface

obtida pela função de densidade de fluxo de Richardson e Zaki (1954).

Nestes resultados, percebe-se que existe uma diferença nos resultados obtidos com o

método de Godunov (1959) e com o método de Lax (1954). Esta variação se deve à

difusividade artificial presente no método de Lax-Friedrichs, e que exibe resultados que

não têm sentido f́ısico para o problema da sedimentação, como é posśıvel constatar com

o aumento da altura de interface depois de atingida a altura de interface final.

Na Tabela A.1, estão apresentados os erros relativos obtidos pelos quatro modelos em

vários instantes de tempo de concentração volumétrica inicial c0 = 0, 067 para a barita.
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Figura 4.6 – Perfis de concentração para a sedimentação de barita com c0 = 0, 067.
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Figura 4.7 – Alturas de interface para a sedimentação de barita com c0 = 0, 067.

Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 120

Os perfis de concentração volumétrica com c0 = 0, 120 para cada função de densidade

de fluxo são mostrados na Figura 4.8. Através desses resultados, é posśıvel verificar
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que o comportamento dos perfis de concentração mantiveram a mesma tendência que foi

observada nas simulações com c0 = 0, 067.
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(c) Modificado de Shannon, Stroupe e Tory (1963)
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Figura 4.8 – Perfis de concentração para a sedimentação de barita com c0 = 0, 120.

Ao observar a Figura 4.9, é posśıvel perceber que as funções de densidade de fluxo

de Michaels e Bolger (1962) e de Barton, Li e Spencer (1992) novamente obtiveram os

melhores resultados para a estimação da altura de interface, e que nesta concentração

volumétrica, a função de densidade de fluxo de Shannon, Stroupe e Tory (1963) conseguiu

prever com maior precisão o comportamento da queda de altura da interface até a zona

de concentrações variáveis.

Na Tabela A.2, são apresentados os erros relativos obtidos pelos quatro modelos em

vários instantes de tempo de concentração volumétrica inicial c0 = 0, 120 para a barita.
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Figura 4.9 – Altura de interface para a sedimentação de barita com c0 = 0, 120.

Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 200

Os perfis de concentração volumétrica com c0 = 0, 200 para cada função de densidade

de fluxo são mostrados na Figura 4.10. Através desses resultados, é posśıvel verificar

que o comportamento dos perfis de concentração mantiveram a mesma tendência das

concentrações volumétricas iniciais anteriores.

De acordo com a Figura 4.11, as funções de densidade de fluxo de Michaels e Bolger

(1962) e de Barton, Li e Spencer (1992) foram as únicas funções que obtiveram resultados

satisfatórios para a simulação da altura de interface ao longo do tempo, apesar da diferença

observada na queda da altura de interface nos primeiros 3000 segundos.

Em relação aos modelos de Shannon, Stroupe e Tory (1963) e de Richardson e Zaki

(1954), estes apresentaram altos desvios para o cálculo da altura de interface e não mos-

traram ser capazes de prever o comportamento correto da sedimentação da barita.

Na Tabela A.3, é posśıvel verificar a diferença dos erros relativos obtidos pelos quatro

modelos em vários instantes de tempo de concentração volumétrica inicial c0 = 0, 200

para a barita.

Em todas as simulações para a barita, os modelos de Michaels e Bolger (1962) e

Barton, Li e Spencer (1992) foram os que apresentaram os melhores resultados nas três

concentrações volumétricas iniciais.
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Figura 4.10 – Perfis de concentração para a sedimentação de barita com c0 = 0, 200.
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Figura 4.11 – Altura de interface para a sedimentação de barita com c0 = 0, 200.
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4.3.1.2 Resultados da sedimentação de calcita

Os resultados da simulação da sedimentação livre da suspensão de calcita em uma

proveta foram divididos em relação as concentrações volumétricas iniciais c0 = 6, 7%,

c0 = 12, 0% e c0 = 20, 0%. Os gráficos de concentração em relação à altura da proveta

exibem 10 perfis de concentração separados por instantes de tempo equivalentes e os

gráficos de altura de interface exibem 4 curvas de sedimentação ao longo do tempo, cada

uma de acordo com a função de densidade de fluxo utilizada.

Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 067

Os perfis de concentração volumétrica com c0 = 0, 067, para todas as função de den-

sidade de fluxo são mostrados na Figura 4.12. Através desses resultados, verificou-se a

diferença no comportamento dos perfis de concentração e na velocidade com que a inter-

face se desloca ao longo tempo.
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(d) Barton, Li e Spencer (1992)

Figura 4.12 – Perfis de concentração para a sedimentação de calcita com c0 = 0, 067.
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Como pode ser observado na Figura 4.13, todas as funções de densidade de fluxo nesta

simulação apresentaram altos desvios em relação aos valores obtidos experimentalmente

no ińıcio da sedimentação, e o modelo de Richardson e Zaki (1954) foi o que melhor ajustou

a altura de interface nesta região, mas obteve uma altura de interface final menor devido

à consideração de concentração volumétrica máxima cmax = 1, enquanto que o modelo

adaptado de Shannon, Stroupe e Tory (1963) apresentou o maior desvio de valores no

ińıcio da sedimentação de calcita. Já os modelos de Michaels e Bolger (1962) e de Barton,

Li e Spencer (1992) apresentaram alta discordância durante a queda da interface, mas

obtiveram boa capacidade preditiva para a altura final da sedimentação.
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Figura 4.13 – Altura de interface para a sedimentação de calcita com c0 = 0, 067.

Na Tabela A.5, é posśıvel verificar a diferença dos erros relativos obtidos pelos quatro

modelos em vários instantes de tempo de concentração volumétrica inicial c0 = 0, 067

para a calcita.

Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 120

Os perfis de concentração volumétrica com c0 = 0, 120, para cada função de densidade

de fluxo são mostrados na Figura 4.14. Através desses resultados pode-se verificar a

diferença no comportamento dos perfis de concentração e a influência na velocidade de

queda da interface ao longo tempo.

Nesta concentração volumétrica inicial, conforme pode ser observado na Figura 4.15,

os modelos de Michaels e Bolger (1962) e de Barton, Li e Spencer (1992) ajustaram muito

bem aos valores de curva da interface ao longo do tempo, mas a altura final de sedi-

mentação não alcançou boa exatidão. Em contraste, o modelo de Shannon, Stroupe e

Tory (1963) obteve razoável concordância com os valores experimentais no ińıcio da sedi-

mentação, porém forneceu melhor resultado na predição da altura final de sedimentado.

47



 0

 0,05

 0,1

 0,15

 0,2

 0,25

 0,3

 0,35

 0  0,2  0,4  0,6  0,8  1

Al
tu

ra
 (m

)

c (%v/v)

t = 420 s
t = 840 s

t = 1260 s
t = 1680 s
t = 2100 s
t = 2520 s
t = 2940 s
t = 3360 s
t = 3780 s
t = 4200 s

(a) Richardson e Zaki (1954)

 0

 0,05

 0,1

 0,15

 0,2

 0,25

 0,3

 0,35

 0  0,1  0,2  0,3  0,4  0,5

Al
tu

ra
 (m

)

c (%v/v)

t = 420 s
t = 840 s

t = 1260 s
t = 1680 s
t = 2100 s
t = 2520 s
t = 2940 s
t = 3360 s
t = 3780 s
t = 4200 s

(b) Michaels e Bolger (1962)

 0

 0,05

 0,1

 0,15

 0,2

 0,25

 0,3

 0,35

 0  0,1  0,2  0,3  0,4  0,5

Al
tu

ra
 (m

)

c (%v/v)

t = 420 s
t = 840 s

t = 1260 s
t = 1680 s
t = 2100 s
t = 2520 s
t = 2940 s
t = 3360 s
t = 3780 s
t = 4200 s

(c) Modificado de Shannon, Stroupe e Tory (1963)

 0

 0,05

 0,1

 0,15

 0,2

 0,25

 0,3

 0,35

 0  0,1  0,2  0,3  0,4  0,5

Al
tu

ra
 (m

)

c (%v/v)

t = 420 s
t = 840 s

t = 1260 s
t = 1680 s
t = 2100 s
t = 2520 s
t = 2940 s
t = 3360 s
t = 3780 s
t = 4200 s

(d) Barton, Li e Spencer (1992)

Figura 4.14 – Perfis de concentração para a sedimentação de calcita com c0 = 0, 120.
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Figura 4.15 – Altura de interface para a sedimentação de calcita com c0 = 0, 120.

Na Tabela A.6 é disponibilizado a diferença dos erros relativos obtidos pelos quatro

modelos nos vários instantes de tempo de concentração volumétrica inicial c0 = 0, 120

para a calcita.
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Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 200

Os perfis de concentração volumétrica com c0 = 0, 200, para cada função de densidade

de fluxo são mostrados na Figura 4.16. Com esses resultados, é posśıvel destacar a dife-

rença do comportamento dos perfis de concentração e a influência na velocidade com que

a interface se desloca ao longo tempo.
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Figura 4.16 – Perfis de concentração para a sedimentação de calcita com c0 = 0, 200.

Analisando os resultados apresentados na Figura 4.17, observa-se que apenas os mo-

delos de Michaels e Bolger (1962) e de Barton, Li e Spencer (1992) obtiveram bons

resultados em relação aos valores experimentais. As funções de densidade de fluxo de

Shannon, Stroupe e Tory (1963) e de Richardson e Zaki (1954) não conseguiram prever

bem os valores da interface de clarificação ao longo do tempo..

Na Tabela A.7 é apresentado a diferença dos erros relativos obtidos pelos quatro

modelos nos vários instantes de tempo de concentração volumétrica inicial c0 = 0, 200

para a calcita.
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Figura 4.17 – Altura de interface para a sedimentação de calcita com c0 = 0, 200.

Em todas as simulações para a calcita, os modelos de Michaels e Bolger (1962) e

Barton, Li e Spencer (1992) novamente apresentaram os melhores resultados para as três

concentrações volumétricas iniciais.
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4.3.2 Modelo de sedimentação simplificado proposto

Com o intuito de avaliar a sedimentação de sólidos adensantes em batelada, consi-

derando as forças de interação entre as fases sólido e ĺıquido, foi proposto um modelo

simplificado baseado na equação da continuidade e na equação do movimento, represen-

tado pela Equação 4.11. As condições iniciais utilizadas na modelagem da sedimentação

são descritas pela Equação 4.12.
∂c

∂t
= −c∂vsy

∂y
− vsy

∂c

∂y
∂vsy
∂t

= g − f ysL − f yss −
1

ρs

∂P

∂y
− vsy

∂vsy
∂y

(4.11)

{
t = 0 c = c0 0 < y < h

t = 0 vsy = v∞ 0 < y < h
(4.12)

As forças de interação deste modelo foram caracterizadas através da Equação 3.10 e

da Equação 3.13, e o gradiente de pressão foi determinado através do balanço com a força

peso e a densidade da suspensão, conforme a Equação 4.13 .

∂P

∂y
= −bg (ρsc+ ρL(1− c)) (4.13)

Este sistema de EDPs foi resolvido através do método das linhas, onde a dimensão

espacial foi discretizada utilizando o método das diferenças finitas e a integração no tempo

foi feita com o método de Gear. O gradiente de pressão no modelo foi corrigido com a

adição de um parâmetro b, mostrado na Equação 4.14, que relaciona empiricamente a força

peso com a concentração volumétrica inicial c0 e a concentração volumétrica máxima de

sedimentado, cujo valor é cmax = 0, 45, para estas simulações.

b =
cmax

6c0 (c2
0 − 0, 15c0 + 0, 006)

(4.14)

As simulações foram feitas para os mesmos dados experimentais utilizados anterior-

mente nos modelos hiperbólicos baseados na lei de conservação de massa.

4.3.2.1 Resultados da sedimentação de barita

Neste teste, os valores experimentais foram comparados com os valores obtidos nas

simulações e, além disso, foram avaliadas as influências do diâmetro médio das part́ıculas

e da viscosidade do fluido durante o processo de sedimentação.

Comparação entre os valores experimentais e os resultados numéricos

O modelo proposto foi simulado com três concentrações volumétricas iniciais diferentes

de barita, e os erros relativos para os três resultados estão dispostos na Tabela A.4.
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Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 067

Através do resultado apresentado na Figura 4.18, é posśıvel verificar que o modelo

se ajustou bem aos valores experimentais. Para esta concentração volumétrica inicial, a

queda da interface durante todo o processo de sedimentação apresentou comportamento

similar ao obtido em laboratório.
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Figura 4.18 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de barita
com c0 = 0, 067.

A única exceção se deve à altura da queda de interface próximo à região compreendida

entre a zona de clarificado e a zona de sedimentados, que acontece aproximadamente entre

500 e 1000 segundos de simulação, porque o modelo tem dificuldade em avaliar o rápido

aumento da concentração local nesta região.

Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 120

Nesta simulação, conforme ilustrado na Figura 4.19, o resultado numérico apresentou

um leve desvio na altura final de interface de sedimentação, provavelmente por causa da

queda acentuada da altura de interface na região de compressão dos sólidos. Porém, nos

experimentos de sedimentação livre, a altura da interface ainda diminui gradativamente,

embora em velocidade bem reduzida.
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Figura 4.19 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de barita
com c0 = 0, 120.
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Figura 4.20 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de barita
com c0 = 0, 200.

Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 200

Para a concentração volumétrica inicial c0 = 0, 200, o resultado da simulação numérica

foi capaz de prever com bastante precisão a queda de interface de clarificação ao longo do

tempo, inclusive na região entre a zona de clarificado e a zona de compactação, conforme

pode ser verificado na Figura 4.20.

Os resultados obtidos para as três concentrações volumétricas iniciais na sedimentação

de barita foram bastantes satisfatórios e conseguiram prever bem o fenômeno da sedi-

mentação.
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Influência do diâmetro de part́ıculas e da viscosidade na sedimentação de barita

Além das simulações anteriores visando reproduzir as condições experimentais, também

foram avaliadas a influência da variação da viscosidade do fluido e o efeito da alteração do

diâmetro médio das part́ıculas de barita. Para tanto, utilizaram-se três valores diferentes

para a viscosidade do ĺıquido e três valores distintos para o diâmetro médio das part́ıculas,

com a concentração inicial volumétrica de 6, 7%.

Os resultados de simulação apresentados na Figura 4.21, na Figura 4.22 e na Fi-

gura 4.23 demonstram que o aumento da viscosidade do fluido diminui a velocidade de

queda da interface de clarificação, devido ao aumento da força de arrasto, e que a dimi-

nuição do diâmetro médio de part́ıculas aumenta o tempo necessário para que todos os

sólidos sedimentem.
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Figura 4.21 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de barita
com diâmetro médio de part́ıculas ds = 10 µm
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Figura 4.22 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de barita
com diâmetro médio de part́ıculas ds = 30 µm
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Figura 4.23 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de barita
com diâmetro médio de part́ıculas ds = 60 µm
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4.3.2.2 Resultados da sedimentação de calcita

Assim como foi feito para a barita, os valores experimentais da sedimentação da calcita

foram comparados com os valores obtidos nas simulações, onde também foram avaliadas a

influência do diâmetro médio de part́ıculas e da viscosidade do fluido durante o processo

de sedimentação.

Comparação entre os valores experimentais e os resultados numéricos

O modelo simplificado proposto neste trabalho foi simulado com as três concentrações

de calcita e os resultados são exibidos nas figuras abaixo. Os erros relativos para os três

resultados estão dispostos na Tabela A.8.

Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 067

De acordo com a Figura 4.24,é posśıvel verificar que o modelo proposto foi capaz de

prever a altura da interface de clarificação em função do tempo com boa precisão em

todas as etapas da sedimentação.
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Figura 4.24 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de calcita
com c0 = 0, 067.

Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 120

Os resultados de simulação obtidos para a concentração volumétrica inicial c0 = 0, 120

também conseguiram prever bem a altura de interface de clarificação no ińıcio e no final

da sedimentação, mas não obtiveram sucesso na região entre a zona de clarificado e a zona

de compressão dos sólidos, conforme pode ser observado na Figura 4.25. Esta deficiência

provavelmente se deve à alta diferença da concentração volumétrica local num pequeno

espaço da proveta.
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Figura 4.25 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de calcita
com c0 = 0, 120.

Concentração volumétrica inicial c0 = 0, 200

Conforme ilustrado na Figura 4.26, os resultados numéricos apresentaram desvios

relativamente altos em comparação com as outras simulações no ińıcio da sedimentação.

No entanto, a altura final de sedimentação foi alcançada com razoável precisão numérica.

O motivo para o desempenho inferior do modelo nessa simulação provavelmente se deve

ao maior efeito de interação sólido-sólido e sólido-ĺıquido, devido à maior concentração

volumétrica inicial de calcita, visto que a aglomeração das part́ıculas sólidas aumentam

a intensidade da força de arrasto, cujos efeitos não são bem modelados pelas correlações

utilizadas.
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Figura 4.26 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de calcita
com c0 = 0, 200.
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Influência do diâmetro de part́ıculas e da viscosidade na sedimentação de calcita

De maneira análoga à simulação da sedimentação de barita, foram utilizados três

valores diferentes para a viscosidade do ĺıquido e três valores distintos para o diâmetro

médio das part́ıculas, com a concentração inicial volumétrica de 6, 7%. Os resultados

de simulação apresentados na Figura 4.21, na Figura 4.22 e na Figura 4.23 demonstram

mais uma vez que o aumento da viscosidade do fluido diminui a velocidade de queda

da interface de clarificação, devido ao aumento da força de arrasto, e que a diminuição

do diâmetro médio de part́ıculas aumenta o tempo necessário para que todos os sólidos

sedimentem.
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Figura 4.27 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de calcita
com diâmetro médio de part́ıculas ds = 10 µm
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Figura 4.28 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de calcita
com diâmetro médio de part́ıculas ds = 30 µm
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Figura 4.29 – Perfis de concentração e altura de interface para a sedimentação de calcita
com diâmetro médio de part́ıculas ds = 60 µm
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4.3.2.3 Simulação dos perfis de concentração para o fluido BR-Mul

Na etapa final deste trabalho, o modelo simplificado proposto foi avaliado na simulação

dos perfis temporais e espaciais da concentração de barita verificados na sedimentação no

fluido BR-Mul, que é um fluido real de perfuração bastante utilizado pela Petrobras. Os

perfis de concentração obtidos por simulação foram comparados a dados experimentais

obtidos por Fagundes (2015) através da técnica de atenuação de raios gama, na Faculdade

de Engenharia Qúımica da Universidade Federal de Uberlândia (FEQ/UFU). Neste estudo

de caso, foi posśıvel comparar diretamente a sáıda do modelo aos dados experimentais,

podendo-se verificar a boa capacidade do modelo matemático proposto de estimar os perfis

temporais e espaciais de concentração de barita em um fluido de perfuração real.

Uma vez que a viscosidade do fluido BR-Mul é um parâmetro do modelo proposto

e considerando que o seu valor não foi fornecido pelo estudo de Fagundes (2015), a sua

estimação foi obtida através do trabalho de Savari et al. (2013), cuja essência pode ser

resumida pela Figura 4.30, da qual foram estimados os valores de viscosidade aparente

para a tensão de cisalhamento de 1 Pascal.

Os valores dos parâmetros do fluido BR-Mul para as duas primeiras simulações, incluso

a viscosidade do fluido estimada, são dispostos na Tabela 2.3. Para a simulação da

sedimentação de BR-Mul em 365 dias, os parâmetros são apresentados na Tabela 2.4. Os

erros relativos para os três resultados estão dispostos na Tabela A.9.
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Figura 4.30 – Viscosidade aparente de 5 fluidos do tipo BR-Mul em relação a taxa de
cisalhamento. Adaptado de (SAVARI et al., 2013).
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Através do uso do modelo proposto na Equação 4.11, foram simulados três processos

de sedimentação do fluido BR-Mul, com viscosidade aparente µL = 800Poise obtida

através da leitura da curva correspondente à “Amostra 2” da Figura 4.30, com o valor

da tensão de cisalhamento de 1Pascal. Os perfis de concentração ao longo do tempo são

mostrados nas figuras abaixo.

Simulação da sedimentação de BR-Mul durante 29 dias

Verificando o perfil espacial de concentração depois de 29 dias de ensaio de sedi-

mentação com BR-Mul exibido na Figura 4.31, é posśıvel verificar que os valores obtidos

numericamente através da simulação coincidem com bastante acurácia com os valores ex-

perimentais fornecidos em diferentes alturas da proveta, assim como a altura da interface

está próxima ao valor da altura inicial da suspensão. O mesmo ocorre com a altura da

zona de sedimentos, que é praticamente inexistente no tempo simulado de 29 dias..
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Figura 4.31 – Perfis de concentração para a sedimentação do BR-Mul durante 29 dias.

Simulação da sedimentação de BR-Mul durante 124 dias

Para a simulação de 124 dias, pode-se perceber através da Figura 4.32, que os valores

especificados nas alturas da proveta obtiveram boa correlação com o perfil de concentração

obtido através da simulação do processo com o modelo proposto. A altura de interface

obtida por simulação é menor em relação à obtida na simulação anterior e a altura de

sedimentos aumentou em comparação com os resultados anteriores. Ambos os fatos são

coerentes com a realidade f́ısica do processo.
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Figura 4.32 – Perfis de concentração para a sedimentação do BR-Mul durante 124 dias.

Simulação da sedimentação de BR-Mul durante 365 dias

Observando a Figura 4.33, pode-se verificar que os valores obtidos na simulação não

se ajustaram bem aos valores experimentais fornecidos próximos à zona de compactação.

Todavia, os valores da simulação próximos à interface foram bem coerentes com os obser-

vados experimentalmente. Isso se deve à zona de concentração variável, na qual o modelo

encontra dificuldades para obtenção da concentração local.

Os resultados mostraram que a precisão do modelo foi menor para o fluido com a

concentração inicial de barita mais elevada, como no caso da sedimentação de 365 dias,

sobretudo nas regiões onde a concentração volumétrica local é mais elevada, ou seja, nos

pontos que se encontram próximos da região de compactação. No entanto, a metodologia

experimental utilizada por Fagundes (2015) apresenta imprecisão elevada em regiões com

alta concentração de sólidos, que correspondem às condições observadas no fluido de

perfuração de maoir concentração volumétrica inicial e nas regiões próximas ao fundo do

recipiente utilizado.
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Figura 4.33 – Perfis de concentração para a sedimentação do BR-Mul durante 365 dias.
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Conclusões

Foram feitas várias simulações com concentrações volumétricas iniciais diferentes de

barita e de calcita em suspensão aquosa e um modelo de duas equações foi proposto para

tentar elucidar todo o processo de sedimentação em batelada. Inicialmente, o modelo foi

avaliado em um escoamento sem a presença de sólidos e, posteriormente, foi verificado que

a suposição de fluido de concentração volumétrica homogênea no ińıcio da sedimentação

poderia ser utilizado para o uso nas condições iniciais, ou seja, que a velocidade das

part́ıculas em todo o sistema poderia ser considerada constante no instante inicial.

Além do modelo proposto neste trabalho, avaliou-se também um modelo simples de

uma equação diferencial parcial, com diferentes funções de densidade de fluxo, ignorando

as forças de interação entre as fases e assumindo que a velocidade de queda das part́ıculas

é somente função da concentração volumétrica local, conforme descrito primeiramente

por Kynch (1952). Observando os perfis de concentração obtidos através de métodos

hiperbólicos baseados na lei de conservação, pode-se concluir que os modelos de Michaels

e Bolger (1962) e de Barton, Li e Spencer (1992) podem ser utilizados para prever a curva

de sedimentação de sólidos. Porém, devido à ausência de termos que avaliem as forças

de interação entre as fases, estes modelos não são aconselhados nos casos em que uma

metodologia mais acurada seja necessária.

Por outro lado, verificou-se também que o uso de um método inadequado para re-

solução de problemas hiperbólicos pode gerar resultados sem sentido f́ısico e que é ne-

cessário cautela na escolha de um método numérico de integração das leis de conservação.

Neste caso, foi proposta a resolução do problema de sedimentação através do método das

linhas, que é baseado na discretização das derivadas espaciais pelo método das diferenças

finitas.

Os resultados obtidos pelo modelo proposto foram satisfatórios para as três concen-

trações volumétricas iniciais das suspensões de ambos os sólidos e a capacidade de predição

do modelo para a queda da interface de clarificação ao longo do tempo produziu valores

muito próximos aos dados experimentais no ińıcio e no final da sedimentação. No entanto,

na região em que a zona de clarificado se aproxima da zona de compactação de sólidos, o

modelo não conseguiu prever com exatidão a altura desta interface.

Considerando o bom resultado das simulações obtido com o modelo proposto, estudou-

se a influência da viscosidade do fluido e do diâmetro médio das part́ıculas no processo de

sedimentação e constatou-se que o aumento no diâmetro médio possui maior influência

na velocidade de queda da interface do que a diminuição da viscosidade do ĺıquido.

Por último, foi testada a capacidade de predição do modelo em um processo de sedi-

mentação em um fluido de perfuração com viscosidade muito elevada e, de acordo com

os perfis espaciais de concentração obtidos, pode-se afirmar que o modelo proposto ob-
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teve sucesso na predição da queda da interface próximo à zona clarificada. No entanto,

nas posições adjacentes à zona de compactação, o modelo não foi capaz de estimar com

acurácia a concentração de sólidos.

Para trabalhos futuros, sugere-se a implementação de uma terceira equação diferencial

que seja capaz de avaliar a velocidade de ascensão de ĺıquido, além do uso do método de

volumes finitos, para a discretização dos termos convectivos com um método de resolução

de problemas hiperbólicos que não produza soluções fracas sem sentido f́ısico. Verificou-

se, ainda, a necessidade da discretização da derivada parcial no tempo ser feita através de

um método impĺıcito para garantir a estabilidade numérica, sem a necessidade do cálculo

do número de Courant, Friedrichs e Lewy (1928). Outra abordagem posśıvel é a inclusão

de uma equação para a variação do gradiente de pressão ao longo do eixo axial.
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COURANT, R.; FRIEDRICHS, K.; LEWY, H. Über die partiellen differenzengleichungen
der mathematischen physik. Mathematische Annalen, v. 100, p. 32–74, 1928.

DAMASCENO, J. Uma contribuição ao estudo do espessamento cont́ınuo. Tese
(Doutorado) — COPPE Universidade Federal do Rio de Janeiro, 1992.
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289–306, 1906.

FAGUNDES, F. Estudo da Estabilidade da Suspensão Constituinte do Fluido
Br-Mul/Petrobras. Dissertação (Mestrado) — Universidade Federal de Uberlândia, 2015.

FITCH, B. Kynch theory and compression zones. AlChE Journal, v. 29, n. 6, p. 940–947,
1983.

FORBES, D. L. H. The settling of mill slimes. Engineering and Mining Journal, v. 93,
p. 411–415, 1912.

FRIEDRICHS, K. O. Symmetric hyperbolic linear differential equations. Communications
on Pure and applied Mathematics, v. 7, p. 345–392, 1954.

GALVIN, K. P.; WATERS, A. G. The effect of sedimentation feed flux on the solids flux
curve. Powder Technology, v. 53, p. 113–120, 1987.

GIVLER, R. C.; MIKATARIAN, R. R. Numerical simulation of fluid-particle flows:
Geothermal drilling applications. Transactions of the ASME, v. 109, p. 324–331, 1987.

GODUNOV, S. K. A difference method for numerical calculation of discontinuous
solutions of the equations of hydrodynamics. Mat. Sb. (N.S.), v. 47(89), n. 3, 1959.

HANSON, P. M.; JR, T. K. T.; RACHAL, G.; M., Z. Investigation of barite sag in
weighted drilling fluids in highly deviated wells. Society of Petroleum Engineers, p.
223–230, 1990.

HASSETT, N. J. Design and operation of continuous thickeners. The Industrial Chemist,
v. 34, p. 116–120,169–172,489–494, 1958.

HAZEN, A. On sedimentation. Transactions of the American Society of Civil Engineers,
v. 53, p. 45, 1904.

HEMPHILL, T.; RAVI, K. Turning on barite sag with drillpipe rotation: Sometimes
surprises are really not surprises. American Association of Drilling Engineers, 2006.

KYNCH, G. J. A theory of sedimentation. Transactions of the Faraday Society, v. 48, p.
166–176, 1952.

70



LAX, P. D. Weak solutions of nonlinear hyperbolic equations and their numerical
computation. Communications on Pure and Applied Mathematics, v. 7, p. 159–193, 1954.

LEVEQUE, R. J. Numerical Methods for Conservations Laws. [S.l.]: Birkhäuser Verlag,
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APÊNDICE A – Tabelas com os erros

relativos obtidos nas simulações

Neste apêndice são mostradas as tabelas com os erros relativos para as simulações

feitas com as funções de densidade de fluxo descritas na Tabela 4.5 e com o modelo

proposto retratado na Equação 4.11.

A.1 Erros relativos para a barita

Tabela A.1 – Altura de interface para c0 = 0, 067, com os valores do erro relativo de cada
função, utilizando o método de Godunov (1959).

Tempo
(s)

Altura
medida (m)

Erro (%)
(1)

Erro (%)
(2)

Erro (%)
(3)

Erro (%)
(4)

200 0,221 2,05 15,68 31,29 15,37
400 0,129 3,35 42,80 97,36 42,26
600 0,091 63,82 23,92 140,96 23,15
800 0,070 54,97 1,94 162,45 5,94
1000 0,063 51,08 3,40 135,17 2,16
1200 0,060 49,80 6,23 87,67 0,77
1400 0,059 50,14 5,66 30,98 1,46
1600 0,057 48,39 6,91 22,65 1,69
1800 0,056 47,47 7,57 21,26 1,19
2000 0,054 46,82 10,25 18,35 0,12
2200 0,053 45,82 11,01 16,81 0,44
2400 0,053 45,82 9,69 16,81 0,88
2600 0,051 45,06 13,99 13,55 1,63
2800 0,051 45,06 12,62 13,55 0,26
3000 0,050 43,97 13,47 11,82 0,86



Tabela A.2 – Altura de interface para c0 = 0, 120, com os valores do erro relativo de cada
função, utilizando o método de Godunov (1959).

Tempo
(s)

Altura
medida (m)

Erro (%)
(1)

Erro (%)
(2)

Erro (%)
(3)

Erro (%)
(4)

200 0,287 12,93 0,28 3,80 0,03
400 0,257 32,81 3,04 5,20 3,59
600 0,229 58,01 8,04 6,03 8,66
800 0,203 70,26 15,28 6,03 16,32
1000 0,179 67,84 24,71 4,85 26,67
1200 0,159 64,68 20,98 0,71 23,62
1400 0,140 60,89 13,76 5,31 17,27
1600 0,124 56,41 4,90 15,51 9,43
1800 0,110 51,50 4,65 28,51 1,09
2000 0,106 50,33 6,62 25,81 0,66
2200 0,103 49,57 8,36 23,65 1,54
2400 0,102 49,07 8,04 22,91 0,47
2600 0,100 48,76 8,80 21,36 1,08
2800 0,099 48,24 9,19 20,57 0,68
3000 0,098 48,43 8,87 19,76 0,28
3200 0,097 47,90 9,27 18,93 0,14
3400 0,096 47,35 9,68 18,09 0,17
3600 0,096 48,09 8,95 18,09 0,56
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Tabela A.3 – Altura de interface para c0 = 0, 200, com os valores do erro relativo de cada
função, utilizando o método de Godunov (1959).

Tempo
(s)

Altura
medida (m)

Erro (%)
(1)

Erro (%)
(2)

Erro (%)
(3)

Erro (%)
(4)

200 0,312 11,13 0,34 1,39 0,12
400 0,303 24,71 0,85 4,34 1,31
600 0,295 39,32 2,44 7,79 3,16
800 0,288 54,91 4,46 11,73 5,43
1000 0,280 62,40 6,24 15,58 7,49
1200 0,273 63,23 8,46 19,94 10,01
1400 0,265 63,18 10,47 24,34 12,59
1600 0,257 62,85 12,60 28,91 15,06
1800 0,250 62,66 14,08 34,05 16,89
2000 0,241 61,84 13,79 38,98 16,70
2200 0,234 61,30 13,31 44,26 16,91
2400 0,225 60,07 11,71 42,03 15,45
2600 0,216 58,73 9,33 39,62 13,88
2800 0,209 57,68 7,64 37,59 12,34
3000 0,200 56,13 4,89 34,79 10,15
3200 0,191 54,43 1,51 31,71 7,02
3400 0,182 52,56 2,21 28,34 3,58
3600 0,173 50,50 6,71 24,61 0,22
3800 0,164 47,78 11,71 20,47 4,44
4000 0,159 46,58 14,34 17,97 6,40
4200 0,156 45,55 15,64 16,39 7,54
4400 0,154 45,30 16,69 15,31 8,03
4600 0,153 44,95 16,53 14,75 7,81
4800 0,152 45,05 16,84 14,19 7,60
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Tabela A.4 – Valores do erro relativo para a sedimentação de barita utilizando o modelo
de sedimentação simplificado proposto.

Tempo
(s)

Altura
medida (m)

Erro (%)
c0 = 0, 067

Altura
medida (m)

Erro (%)
c0 = 0, 120

Altura
medida (m)

Erro (%)
c0 = 0, 200

200 0,221 1,33 0,287 0,22 0,312 0,84
400 0,129 12,06 0,257 0,07 0,303 1,31
600 0,091 18,41 0,229 0,83 0,295 1,94
800 0,070 23,98 0,203 1,00 0,288 2,81
1000 0,063 19,34 0,179 0,30 0,280 2,50
1200 0,060 16,87 0,159 2,44 0,273 3,55
1400 0,059 16,23 0,140 5,95 0,265 3,11
1600 0,057 13,75 0,124 11,74 0,257 3,85
1800 0,056 12,52 0,110 16,31 0,250 3,80
2000 0,054 9,51 0,106 17,14 0,241 3,95
2200 0,053 7,97 0,103 15,20 0,234 4,14
2400 0,053 8,11 0,102 14,53 0,225 3,22
2600 0,051 4,61 0,100 13,03 0,216 3,30
2800 0,051 4,70 0,099 12,27 0,209 3,48
3000 0,050 2,87 0,098 11,44 0,200 2,46
3200 — — 0,097 10,58 0,191 1,79
3400 — — 0,096 9,67 0,182 1,19
3600 — — 0,096 9,69 0,173 0,02
3800 — — — — 0,164 1,46
4000 — — — — 0,159 0,47
4200 — — — — 0,156 1,71
4400 — — — — 0,154 3,71
4600 — — — — 0,153 5,00
4800 — — — — 0,152 4,92
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A.2 Erros relativos para a calcita

Tabela A.5 – Altura de interface para c0 = 0, 067, com os valores do erro relativo de cada
função, utilizando o método de Godunov (1959).

Tempo
(s)

Altura
medida (m)

Erro (%)
(1)

Erro (%)
(2)

Erro (%)
(3)

Erro (%)
(4)

200 0,236 18,76 25,02 32,18 24,87
400 0,168 37,43 54,79 75,32 54,58
600 0,122 48,76 84,47 127,15 84,19
800 0,100 32,08 90,40 159,83 90,06
1000 0,085 3,13 82,83 185,21 82,43
1200 0,075 56,09 60,55 200,03 60,10
1400 0,068 53,59 26,13 205,31 25,12
1600 0,063 50,99 8,91 201,91 4,55
1800 0,061 49,95 9,67 183,46 4,61
2000 0,059 48,83 11,06 163,57 5,25
2200 0,058 48,54 11,20 138,10 4,69
2400 0,057 48,24 11,35 111,74 4,73
2600 0,057 48,24 10,14 81,20 2,92
2800 0,056 47,93 10,88 53,56 3,53
3000 0,056 48,54 9,66 22,47 1,69
3200 0,055 47,60 11,03 6,95 2,30
3400 0,055 47,60 9,78 19,40 1,05
3600 0,055 48,23 9,16 19,40 0,42
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Tabela A.6 – Altura de interface para c0 = 0, 120, com os valores do erro relativo de cada
função, utilizando o método de Godunov (1959).

Tempo
(s)

Altura
medida (m)

Erro (%)
(1)

Erro (%)
(2)

Erro (%)
(3)

Erro (%)
(4)

200 0,299 3,59 2,61 4,27 2,50
400 0,276 9,23 4,32 8,08 4,20
600 0,254 16,09 5,93 12,14 5,66
800 0,233 24,73 7,38 16,47 6,93
1000 0,212 34,92 9,11 21,66 8,46
1200 0,194 48,34 9,50 26,00 8,79
1400 0,178 64,91 8,74 29,77 7,78
1600 0,165 64,02 5,87 31,83 4,62
1800 0,154 62,34 1,17 32,43 0,16
2000 0,145 60,71 5,56 31,36 7,22
2200 0,136 58,87 4,87 30,15 7,89
2400 0,129 57,17 2,63 26,78 6,09
2600 0,122 55,27 0,71 23,02 3,23
2800 0,116 53,26 4,14 17,77 0,30
3000 0,111 51,77 6,98 10,95 2,34
3200 0,105 49,34 11,45 4,46 6,23
3400 0,099 46,62 16,82 2,92 10,93
3600 0,094 44,14 21,94 12,08 15,37
3800 0,090 42,04 26,22 13,08 18,97
4000 0,087 40,44 29,39 10,08 21,89
4200 0,086 40,14 29,69 9,03 22,11
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Tabela A.7 – Altura de interface para c0 = 0, 200, com os valores do erro relativo de cada
função, utilizando o método de Godunov (1959).

Tempo
(s)

Altura
medida (m)

Erro (%)
(1)

Erro (%)
(2)

Erro (%)
(3)

Erro (%)
(4)

200 0,318 4,82 0,68 0,15 0,57
600 0,307 17,06 0,26 2,24 0,07
1000 0,295 29,97 0,16 4,17 0,43
1400 0,286 44,57 1,01 7,28 1,97
1800 0,276 59,96 1,90 10,23 3,14
2200 0,265 61,28 2,62 13,07 4,05
2600 0,256 61,39 4,02 16,81 5,90
3000 0,247 61,10 5,53 20,83 7,75
3400 0,238 60,49 7,00 25,20 9,60
3800 0,229 59,69 7,24 29,86 10,24
4200 0,222 59,04 7,10 35,49 10,50
4600 0,215 58,18 6,15 39,22 10,14
5000 0,209 57,47 5,26 37,47 9,53
5400 0,203 56,56 4,15 35,63 8,72
5800 0,198 55,81 2,95 34,00 7,97
6200 0,190 54,31 0,12 31,22 5,54
6600 0,183 52,93 2,57 28,59 3,24
7000 0,176 51,26 5,68 25,75 0,76
7400 0,168 49,34 9,69 22,22 2,74
7800 0,159 46,69 15,03 17,81 7,48
8200 0,150 43,72 21,02 12,88 12,78
8600 0,147 42,81 22,79 11,10 13,92
9000 0,146 42,65 22,93 10,49 13,76
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Tabela A.8 – Valores do erro relativo para a sedimentação de calcita utilizando o modelo
de sedimentação simplificado proposto.

Tempo
(s)

Altura
medida (m)

Erro (%)
c0 = 0, 067

Altura
medida (m)

Erro (%)
c0 = 0, 120

Altura
medida (m)

Erro (%)
c0 = 0, 200

200 0,236 7,59 0,299 0,99 0,318 0,61
400 0,168 16,32 0,276 0,67 0,313 1,98
600 0,122 13,63 0,254 0,02 0,307 2,34
800 0,100 12,58 0,233 0,94 0,302 2,71
1000 0,085 34,58 0,212 2,51 0,295 2,91
1200 0,075 30,25 0,194 2,42 0,290 3,49
1400 0,068 24,82 0,178 2,25 0,286 4,05
1600 0,063 19,78 0,165 0,59 0,281 3,69
1800 0,061 17,38 0,154 4,51 0,276 4,17
2000 0,059 15,40 0,145 9,59 0,271 4,82
2200 0,058 14,03 0,136 15,34 0,265 5,15
2400 0,057 12,53 0,129 22,19 0,261 4,93
2600 0,057 12,67 0,122 26,53 0,256 5,83
2800 0,056 11,92 0,116 24,39 0,251 6,34
3000 0,056 11,13 0,111 21,31 0,247 6,42
3200 0,055 10,31 0,105 17,37 0,242 7,17
3400 0,055 10,37 0,099 12,43 0,238 7,19
3600 0,055 9,52 0,094 7,30 0,234 8,07
3800 — — 0,090 3,31 0,229 8,73
4000 — — 0,087 0,23 0,226 9,03
4200 — — 0,086 0,40 0,222 10,30
4600 — — — — 0,215 11,88
5000 — — — — 0,209 14,22
5400 — — — — 0,203 16,43
5800 — — — — 0,198 18,91
6200 — — — — 0,190 20,61
6600 — — — — 0,183 20,45
7000 — — — — 0,176 17,65
7400 — — — — 0,168 13,58
7800 — — — — 0,159 8,76
8200 — — — — 0,150 3,38
8600 — — — — 0,147 1,56
9000 — — — — 0,146 0,82
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A.3 Erros relativos para o fluido BR-Mul

Tabela A.9 – Valores do erro relativo para a sedimentação de barita no fluido de per-
furação BR-Mul, utilizando o modelo de sedimentação simplificado pro-
posto.

Altura
(m)

Concentração
volumétrica

Erro (%)
29 dias

Concentração
volumétrica

Erro (%)
124 dias

Concentração
volumétrica

Erro (%)
365 dias

0,005 0,086 11,13 — — 0,450 133,90
0,010 0,086 4,44 — — 0,450 134,90
0,015 — — 0,086 19,93 — —
0,020 — — 0,086 17,86 0,140 25,29
0,030 — — — — 0,140 23,75
0,040 — — 0,086 4,76 0,140 21,22
0,050 — — 0,086 1,77 — —
0,060 — — — — 0,140 17,50
0,080 — — — — 0,140 11,84
0,120 0,086 0,12 — — 0,140 3,11
0,160 — — — — 0,128 8,10
0,180 — — — — 0,000 100,00
0,190 — — 0,086 7,36 — —
0,200 — — — — 0,000 100,00
0,210 — — 0,074 -602,90 — —
0,240 0,086 0,35 — — — —
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